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梗  概 
 

本論文では、等張力の条件を満たした多面体釣合解において、曲面の形状を滑らかにかつ正

確に捉えることができる合理的なメッシュ分割法として、要素内子節点の付与による要素再

分割、及び、対角線変更による要素再配置の提案を行う。本手法を用いれば、曲率分布と曲

面形状が複雑な条件下においても、扁平な要素形状や要素面積のばらつきを抑制する合理的

な要素形状と面積配分が可能となり、滑らかな曲面近似解が得られる。 
 
 
 

1. 緒言 
建築構造における膜の研究では、もっぱら建築強度を得

るために、応力集中の少ない、力と形の調和のとれた均一

な張力の形態が追求され、その原型曲面として石鹸膜曲面

（＝等張力曲面）が用いられるようになった。そのため、

石鹸膜曲面に関する研究 1)～5)が精力的に行われ、現在では

恒久大空間屋根構造として現実的な範囲の低ライズ曲面に

関しては、高い精度の曲面形状を得ることができるように

なったと考えられる。一方、軽量で柔軟な膜材の特性は、

屋根構造だけでなく、水中構造物や地中構造物などへの応

用も期待され、近年では多くの技術が実用化されている。 
このような膜構造物の様々な用途を前提としたとき、石

鹸膜形態解析の実施にあたっては、一定の空気圧だけでな

く、水圧や土圧といった位置依存型の各種荷重条件への対

応や、曲面の形状を滑らかにかつ正確に捉えることができ

る適切なメッシュ分割法などに関する検討が必要となる。 
これまで著者ら 6)～11)は、要素端節点に離散化された要素

座標系表示の要素端力と基準座標系表示の節点力との間の

釣合条件より導かれる接線剛性方程式を反復使用する接線

剛性法を用いて、石鹸膜解析を行ってきた。これらの研究

では、内圧平均化の考えに基づく内圧平均化サイマルコン

トロール法を提案し、内部空気圧下における膨張曲面の挙

動を追跡してきた。さらに、石鹸膜本来の物理的性質であ

る「表面張力一定」の条件に着目した、膜張力平均化の考

え方による張力平均化サイマルコントロール法の提案によ

り、たとえば内部から水圧を受ける石鹸膜曲面が解析可能

となるなど、石鹸膜形態解析の位置依存型荷重への適応範

囲が大きく広がった。また、この手法によれば、荷重条件

（空気圧や水圧、土圧など）と境界条件及びコントロール

ポイントの座標値を入力条件として、曲面形状と単位幅膜

張力が解として出力されるため、実膜構造物設計のための

原型曲面と初期張力が同時に得られる。 
ところが、初期先行形状とは極端に形の異なった解形状

や極端に表面積が大きくなる形状を目的解とする解析にお

いては、たとえ厳密な釣合解が得られたとしても、要素が

扁平になり過ぎたり、要素面積にばらつきが生じたりする

など、曲面を近似した解としての有意性が担保できないこ

ともある。この問題に対しては、全節点に対して面外１方

向と面内２方向から成る三次元座標系を設定し、面外方向

には三角形等張力要素による石鹸膜形態解析を、面内２方

向には軸力線要素によって自己釣合解を求める解析を、同

時進行で並列に行う手法を提案した。この手法によれば、

要素面積のばらつきが抑えられた滑らかな曲面近似解が得

られ、かつ、変位増分を比較的大きく取っても着実な増分

解析が可能となり、演算時間の短縮が実現することを確認

した。 
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本論文では、前述の問題点に新たな別の視点からアプロー

チし、等張力の条件を満たした多面体釣合解において、曲面

の形状を滑らかにかつ正確に捉えることができる合理的なメ

ッシュ分割法の一つとして、要素内子節点の付与による要素

再分割、及び、対角線変更による要素再配置の提案を行う。

前者は極端に大きくなった要素に対して、三角形要素の重心

の位置に新たな子節点を設け、1 要素を 3 分割する要素再分

割手法である 。また後者は、材料剛性を持たない石鹸膜要

素において、計算不安定の原因となる扁平な要素の出現を避

けるため、扁平となった要素同士をより均整のとれた要素に

置換する手法として、隣り合う扁平な両要素で構成される四

辺形領域の対角線の変更を行うものである。本手法によれば、

初期先行形状とは極端に形が異なり、表面積が大きくなる形

状を目的解とするような、曲率分布と曲面形状が複雑な条件

下においても、扁平な要素形状や要素面積のばらつきを抑制

する合理的な要素形状と面積配分が可能となり、滑らかな曲

面近似解を得られることが、数値計算により明らかになった。 
 
 
2.  接線剛性法による石鹸膜形態解析 
2.1 三角形膜要素の接線剛性方程式 
 接線剛性法では、要素端節点に離散化された互いに独立な

要素端力の組み合わせを要素端力ベクトルとして定義し、こ

れと基準座標系における節点力との間の平衡条件の非線形性

を厳密に評価することが可能となる。したがって、本手法に

よる幾何学的非線形解析では、材料剛性を全く持たない石鹸

膜要素を用いる場合も材料剛性を持つ実膜要素を用いる場合

と共通の幾何剛性マトリックスを使用することが可能である。 
 いま、要素端力ベクトルをSとし、これと三次元空間に固

定された基準座標系で表現される外力としての節点ベクトル 
Uとの間の平衡条件マトリックスをJとすれば、これらの釣

合関係は、 
     (1) 
と表示できる。よって、この釣合条件式の変分をとると、 
     (2) 
となり、前段階の状態からの節点力と節点変位の微小増分間

の関係式である接線剛性方程式を得ることができる。 
ここで、 KOは要素座標系内における要素挙動に起因する接

線要素剛性、KGは要素の剛体変位に起因する接線幾何剛性で

ある。また、   は基準座標系表示された節点変位ベクトルで

ある。 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-1 三角形膜要素 

三角形膜要素に対して、図-1のような辺に沿う方向の力の組

み合わせを要素端力ベクトルとして採用した場合、式(2)にお

ける接線幾何剛性ＫＧは三角形トラスブロックと同じになり、

次式のように表示できる。ここで、 は辺 i の方向余弦ベク

トル、eは３×３の単位マトリックスである。 
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2.2 石鹸膜要素力の定義 
 要素座標系内における要素挙動を規定するため、要素ポテ

ンシャルを要素長、面積などの要素に関する幾何学量の関数

として定義する。要素ポテンシャルを定義することは、要素

に「仮想」の剛性を設定することと等価であり、材料の剛性

とは無関係に任意の関数を定義しても、そこで規定された要

素挙動に整合する釣合曲面が得られることになる。 
 いま、要素ポテンシャルPに対して、要素の形状を規定す

る上で互いに独立となる要素寸法の組を s とすれば、以下の

ように要素端力式が得られる。 

 
s
PS

w
w

     (5) 

三角形要素の面積をA、単位幅膜張力を  （＝一定、   
＝膜応力、t＝膜厚）として、要素ポテンシャルが面積Aに比

例するものと定義すれば、 
 tAP V     (6) 
となる。これに対して、図-1に示したように独立な要素寸法

の組を三角形要素の三つの辺長とした場合、要素端力は、 
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のように各辺に沿う方向の力となり、要素端力ベクトル 

 > @TNNNS 321   (10) 

を構成する。 
 以上より、接線剛性法による石鹸膜形態解析においては、

一定空気圧や静水圧など与えられた荷重条件により計算され

た節点外力ベクトルを式(2)に代入し、以降、式(2)→式(7)～(9)
→式(1)→式(2)のようなNewton Raphson 法と等価な反復過程

により、不平衡力がゼロに収束すれば完全な釣合形状を得る

u)KK(JSSJU GO GGGG � � 

JSU  

uG

1l

3l

2l

1

3

2

1N

1N2N

2N

3N 3N

1l

3l

2l 1l

3l

2l

1

3

21

3

2

1N

1N2N

2N

3N 3N

1N

1N2N

2N

3N 3N

iD

VtV



ことになる。 
 なお、本論文において石鹸膜要素の要素剛性 KOは接線幾

何剛性KGに比べて非常に小さいものと考え、式(2)にKO＝０

を代入して計算を行っている。また、1 節点 1 自由度系への

低次元化処理を施しており、常に曲面の法泉方向に節点が移

動するように設定している。 
 
 
3.  サイマルコントロール法 
3.1 膜張力平均化サイマルコントロール法 
 本手法は石鹸膜本来の物理的性質である「表面張力一定」

の条件に着目した、膜張力平均化の考えによるものである。 
曲面上の任意の1節点に対して強制変位を与え、その時に

発生する不釣合形状より算出される各節点における単位幅膜

張力に相当する物理量の「換算膜張力」を平均化して順次代

入することで、釣合解としての石鹸膜曲面を得ることができ

る。全自由節点の不平衡力とコントロールポイントの支点反

力がゼロに収束すれば、コントロールポイントを含む解とし

ての曲面形状とその時の単位幅膜張力が同時に得ることがで

きるため、設計計算に用いるための初期張力決定のプロセス

が曲面形状決定のプロセスと同時に進行する解析の流れとな

る。さらに、強制変位付与の方向を常に曲面の法線方向とす

れば、任意の1節点をコントロールポイント（極端な境界近

傍を除く）に選定することが可能になる。よって、ただ単に

「曲面上の任意点の節点位置を定める」という直感的な入力

が可能となる。なお、強制変位のピッチ（増分幅）について

は、コントロールポイント周辺の要素寸法に対して、大きく

なり過ぎないように配慮して設定すればよい。また、通常の

荷重増分制御法の場合と全く同じ対称の接線剛性マトリック

スを使用することができることになり、増分制御法の違いに

よらず共通のサブルーチンによってアルゴリズムを構成する

ことができる。 
この手法によれば、内圧荷重が等分布していることが必須

条件とならず、水圧荷重などの位置依存型荷重を前提とした

場合でも計算が可能となり、たとえば、大きな内包体積を持

つ水を覆う石鹸膜曲面のような場合も、その形状を追跡する

ことが可能となる。 
 
3.2 平均換算張力 
 コントロールポイント及び全自由節点について、その節点

に作用する要素端力の合力に対して釣合うべき膜張力（＝換

算膜張力）を算出し、これの平均値として平均換算膜張力を

求める。 
図-2に示すように節点 iにm個の要素が繋がっているとす

る。要素 j の外積ベクトルを とした場合、節点 i が内圧荷

重の 1/3 を負担すると考えれば、これに対応する各要素の外

積ベクトルは次式となる。 

 3/ijijA D    (11) 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-2 節点 iに繋がる要素と法線方向力 
 
また、節点 iにおける曲面の法線方向余弦ベクトルは、 
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と表せる。一方、要素 j の i 端における要素端力を Sijとすれ

ば、これの基準座標系への変換は、要素 j に関する平衡条件

マトリックスJijにより次式のように表せる。 

 ijijSij SJU     (13) 

よって、i点における要素端力の合力は次式となる。 
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石鹸膜曲面は曲面の法線方向にしか剛性を持たないので、要

素端力の合力の法線方向成分を取り出せば、 

 Si
T
iSi UHU     (15) 

のようになる。また、式(7)～(9)によれば要素端力 Sij は単位

幅膜張力 と線形関係にあるので、式(15)は次のように書き

換えることができる。 
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T
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ここで、内部から作用する等分布の圧力（内圧）を  とし、

これ以外の外部から作用する圧力（水圧、土圧、風圧など、

位置依存型の圧力も設定可能）を    と表示することに

すれば、節点 i において満たすべき曲面法線方向の釣合条件

は、 
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となる。これに式(16)を代入すれば、 

tV

INip

� �iEXi up

j＝･･･

j＝･･･

j＝m
j＝1

j＝2

j＝･･･

節点iに作用する

法線方向力　 SiU

節点iにおける曲面の

法線方向 iH

i点における要素端力

の合力 )( SiσtVU Si  

節点i j＝･･･

j＝･･･

j＝m
j＝1

j＝2

j＝･･･

節点iに作用する

法線方向力　 SiU

節点iにおける曲面の

法線方向 iH

i点における要素端力

の合力 )( SiσtVU Si  

節点i

jD



 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

[a]通常要素          [b]要素再分割         [c]要素再配置 
図-3 要素再分割と要素再配置
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のように、この節点に繋がる要素の幾何学的条件と、圧力の

条件に対して釣合うべき単位幅膜張力  が得られ、これを

節点 iにおける換算膜張力とする。また、ここでの圧力条件 
   は内部からあるいは外部からといった作用方向に問わ

ず、さらには位置依存型荷重の条件も許容するため、水を覆

う石鹸膜曲面の追跡なども可能となる。 
 ここで、単位幅膜張力が曲面全体に亘って一定であること

を目的解として換算膜張力  を平均化することになるが、

増分毎に単位幅膜張力をモニタして行うと、単位幅膜張力が

無限大となる点が現れるため、換算膜張力の算術平均をその

まま用いることができない。よって、次式のように換算膜張

力  の逆数の平均値を取ることによって、平均換算膜張力 
  を求め、反復段階ごとに更新する。 
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これによって、内圧平均化サイマルコントロール法を用いた

場合 7)と同様、全節点の不平衡力がゼロに収束し、コントロ

ールポイントを面内に含む石鹸膜曲面形状とそのときの単位

幅膜張力が得られることになる。 
 
 
4. 要素再分割と要素再配置 
 複雑な曲面形状や、高ライズで極端に表面積が大きくなる

形状を目的解とする解析においては、等張力の条件を満たし 

 
 
た多面体釣合解であるものの、結果としては実際の石鹸膜曲

面とはかけ離れた解形状となる場合がある。これは三角形膜

要素を平面として定義しているため、曲率が大きい場合や要

素数が少ない場合には、要素形状が扁平になり過ぎたり、要

素面積にばらつきが生じるなど、曲面を近似した解としての

有意性が担保できなくなる。そのため、曲率分布と曲面形状

が複雑な石鹸膜曲面形状において解析を進めるためには、曲

面形状を滑らかにかつ正確に捉えることができる合理的なメ

ッシュ配置が必要となる。 
本論文では、要素面積のばらつきの抑制に効果が期待でき

る要素内子節点の付与による要素再分割を、また、材料剛性

を持たない石鹸膜要素において、計算不安定の原因となる扁

平な要素の処理として、対角線変更による要素再配置の提案

を行う。要素再分割及び要素再配置の考え方は以下のとおり

である。 
いま、図-3[a]に示すように任意の 1 節点に対して 6 個の要

素が繋がっているとする。この各要素の要素面積が極端に大

きくなった場合、三角形要素の重心の位置に新たな子節点を

設け、1 要素を 3 分割することにより要素再分割を行う。こ

の場合、6要素だったものが図-3[b]で示すように18要素にな

ることになる。しかし、要素を細分化することにより曲面を

より近似できるものの、解析を進め、要素再分割を繰り返す

と、扁平な要素となってしまい、曲面を表現するためには不

適切なものになってしまう。そこで、扁平な要素を避けるた

め、隣り合う両要素が再分割されると、この両要素で構成さ

れる四辺形領域の対角線の変更を行い、より均整のとれた要

素に置換する(図-3[c])。 
本手法によれば、節点数の増加により解析時間が増すもの

の、扁平な要素形状や要素面積のばらつきを抑制し、合理的

なメッシュ配置が可能となる。 
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図-4 正六角形境界と石鹸膜に作用する水圧の水頭 
 
5.  数値計算例 
5.1 静水圧が作用する石鹸膜曲面 ―その 1― 
図-4に示すように一辺を6分割した正六角形の固定境界に

石鹸膜要素を配置する。そこに、水頭20ｍに相当する水圧を

内部から（初期段階では下側から）作用させ、張力平均化サ

イマルコントロール法によって正六角形中央のコントロール

ポイントを増分幅 0.1m で上方に引き上げ解析を行った。こ

こでは、初期平面の一辺を 12 分割したときの文献 10)の手法

による解析結果との比較、検証を行う。なお、本提案手法に

よる解析では、要素面積が初期段階の2倍になったときに要

素再分割を行う条件としている。 
図-5は両手法による解析の単位幅膜張力―内包体積曲線を

比較したものであり、両者はほぼ一致している。しかし、文

献10)の手法ではコントロールポイント付近の要素面積が大き

くなるため、内包体積が1748.0m3となる点（図-5の×の地点）

で解析不能に至る。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図-6 は、両手法による解析において、強制変位量が 2m、

4m、6m、8m、10m となるまで増分解析したときの解形状を

比較したものである。左図は本論文で提案している要素内子

節点の付与による要素再分割と対角線変更による要素再配置

の置換処理を行った解形状、右図は文献 10)の手法による解形

状である。なお、図-6[f]は本提案手法によって、文献 10)の手

法では得られなかった強制変位量 11m のときの解形状であ

る。 
両手法共に、等張力条件を満たした石鹸膜要素を用いて面

外方向不平衡力を収束させているため、全節点が等張力曲面

上に存在していることになり、張力平均化サイマルコントロ

ール法を用いることによって、静水圧の条件下で単位幅膜張

力の極小値を超える石鹸膜曲面を多面体釣合解として求める

ことができる。しかし、要素再分割と要素再配置の両処理を

行わない文献 10)の手法による解析では、内包体積の増大に伴

って、コントロールポイント付近の要素面積が大きくなって

しまい、前述の図-5×の地点で解析不能になってしまう。こ

れは、石鹸膜は面内方向に剛性を持たないため、一旦大きく

なった要素面積を保持したまま、面外方向の釣合位置に収束

しようとするためである。それに対し、要素再分割と要素再

配置の両処理を行った解析では、低ライズ曲面では、少ない

要素で曲面を多面体近似している一方、曲率分布と曲面形状

が複雑な高ライズ曲面では、適切な要素形状と面積配分によ

って、曲面の形状を滑らかにかつ正確に捉えることができる

合理的なメッシュ分割となっている。そのため、節点数の増

加により解析時間が増すものの、材料剛性を持たない石鹸膜

要素において、計算不安定の原因となる扁平な要素形状や要

素面積のばらつきを抑え、より滑らかな等張力曲面を近似す

る節点配置が実現する。なお、本解析において、図-6[f]を超

える釣合解を得ることは困難となる。これは、コントロール

ポイント付近で必要以上な再分割が行われ、増分幅に対して

要素が細かくなり過ぎたためであると考えられる。 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

図-5 単位幅膜張力―内包体積曲線
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再分割・置換あり（一辺6分割） 

[a] 強制変位量＝2m  
内包体積＝95.7m2 
単位幅膜張力 
＝753.1kN/m 

要素数＝127 
 

[b] 強制変位量＝4m 
内包体積＝222.8m2 
単位幅膜張力 
＝474.7kN/m 

要素数＝163 
 
[c] 強制変位量＝6m 

内包体積＝420.7m2 
単位幅膜張力 
＝428.0kN/m 

要素数＝247 
 

 
[d] 強制変位量＝8m    

内包体積＝764.2m2 
単位幅膜張力 
＝434.7kN/m 

要素数＝397 
 

 
 

 
 
 
 
 
 
 
[e] 強制変位量＝10m   

内包体積＝1422.8m2 
単位幅膜張力 
＝468.9kN/m 

要素数＝535 
 

 
 
 
 
 
 
 

再分割・置換なし 10)（一辺12分割） 
[A] 強制変位量＝2m   

  内包体積＝97.0m2   
単位幅膜張力     
＝754.1kN/m     

 要素数＝469      
    

[B] 強制変位量＝4m   
内包体積＝225.2m2  
単位幅膜張力       
＝478.0kN/m      

要素数＝469     
 

[C] 強制変位量＝6m   
内包体積＝424.7m2  
単位幅膜張力       
＝429.7kN/m      

要素数＝469     
  
 

[D] 強制変位量＝8m   
内包体積＝765.8m2  
単位幅膜張力       
＝435.3kN/m      

要素数＝469      
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 

[E] 強制変位量＝10m   
内包体積＝1420.2m2 
単位幅膜張力       
＝468.0kN/m      

要素数＝469        
 

[f] 強制変位量＝11m 
内包体積＝2041.9m2 
単位幅膜張力 
＝500.9kN/m 

要素数＝631 
 

 
図-6 石鹸膜曲面形状  



  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
図-7 正六角形境界と石鹸膜に作用する水圧の水頭 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
図-8 単位幅膜張力―内包体積曲線 

解 aの形状      解 bの形状           解 cの形状           解dの形状           解 eの形状 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
5.2 静水圧が作用する石鹸膜曲面 ―その 2― 
図-7に示すような一辺６ｍの正六角形の固定境界に石鹸膜

要素を配置する。そこに、水頭20ｍに相当する水圧を内部か

ら（初期段階では上側から）作用させ、張力平均化サイマル

コントロール法によって正六角形中央のコントロールポイン

トを増分幅 0.2m で下方に引き下げ解析を行った。なお、本

解析では、要素面積が初期段階の8倍になったときに要素再

分割を行う条件としている。図-8はそのときの単位幅膜張力

―内包体積曲線であり、図-9はパス上の5つの解を抽出して、

その形状を示したものである。 
図-10 は、強制変位量が 22.6m となるまでの増分解析にお

いて、文献 10)の手法による解形状と本提案手法による解形状

（図-9解dの形状）を比較したものである。文献 10)の手法で

は、曲面を近似した解としての有意性が担保できないのに対

し、本手法では要素面積が大きくなってしまうコントロール

ポイント付近や、境界付近の曲率が急変する部分で細分割さ

れており、その意味での合理性が確保されたと云える。 
 本解析では、要素内子節点の付与による要素再分割と対角

線変更による要素再配置の両処理を行うことで、扁平な要素

形状や要素面積のばらつきを抑えた、合理的なメッシュ配置

となっている。5.1の解析例と同様に、より滑らかな石鹸膜曲

面の追跡が可能となり、表面積が大きくなったときの形状は、

正六角形の枠から零れ落ちる寸前の水滴のような形となって

いることがわかる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図-9 石鹸膜曲面形状 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

再分割・置換あり   再分割・置換なし 10) 
図-10 石鹸膜曲面形状 
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6.  結言 
 本論文では、等張力の条件を満たした多面体釣合解におい

て、曲面の形状を滑らかにかつ正確に捉えることができる合

理的なメッシュ分割法として、要素内子節点の付与による要

素再分割、及び、対角線変更による要素再配置を提案した。 
本手法は極端に大きくなった要素に対して、新たな子節点

を設け要素再分割を行い、さらに、計算不安定の原因となる

扁平な要素の出現を避けるため、より均整のとれた要素に置

換する手法である。本手法を用いれば、初期先行形状とは極

端に形が異なり、表面積が大きくなる形状を目的解とするよ

うな、曲率分布と曲面形状が複雑な条件下においても、合理

的な要素形状と面積配分となり、滑らかな曲面近似解を得る

ことができる。よって、極端に表面積が大きくなるような大

容積領域における、解析範囲を拡大することができた。 
 しかしながら、本提案手法による解析は、三角形平面要素

に等張力条件を付与した要素を用いることを前提とすれば、

得られる解はあくまで多面体釣合解であるに過ぎない。本手

法を用いれば、滑らかな曲面近似解を得ることができるもの

の、効率の面から考えると、節点数の増加による解析時間の

増大や、必要以上な再分割によって、要素が細かくなり過ぎ

るなどの問題が残る。そのため、偏りのない滑らかな曲面形

状を捉えた上で、要素同士を再結合するなど、節点数を抑制

する制御法の開発によって、常に適切な節点数を確保するこ

とを今後の課題とする。 
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  This study proposes a new technique to obtain the polyhedron equilibrium solutions which express smooth soup film surfaces with complex 
conditions such as very large volume or water pressure loading, and so on. The method produces a new node and new element-division 
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element. By using this technique, element shape and area distribution become more rational when curvature distribution and form of curved 
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