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梗   概 
 

本論文では、任意の境界を有する石鹸膜等張力曲面形状（＝最小曲面形状）を求めるた

めの合理的な計算手法について述べる。線長比例軸力線要素を用いれば、剛性マトリック

スが線形となるため反復計算を必要としない。また、どんなに複雑な境界形状を持つ場合

であっても、定義された要素端力式に整合する完全な釣合解を得ることができる。よって、

一旦、線長比例軸力線要素による釣合曲面を求めた後、石鹸膜要素に置換し解析を行えば、

効率良く任意の境界形状を持つ最小曲面を求めることができる。 
 

１．緒言 

空気膜構造やサスペンション膜構造は、膜材や

ケーブル材などの曲げに抵抗しない柔部材によっ

て構成されるため、その設計にあたっては、予め初

期の曲面形状を求めておく必要がある。この曲面形

状（原型曲面）を求める問題を含め、力学的合理性

を持った釣合形状を求めるために行う数値解析を

一般に形態解析(1)という。 
等張力曲面の形態解析には大別して二つの考え

方がある(2)。ひとつは内圧などの力学的条件を与え

て面内応力一定条件に適う曲面形状を求める力学

的な方法(3)、(4)、(5)、もうひとつは内包体積などの幾

何学的条件を入力することにより最小曲面を求め

る幾何学的な方法(6)である。それぞれ、収束性や求

解過程の煩雑さなどの問題点があるものの、通常の

空気膜構造やサスペンション膜構造の原型曲面を

求める問題に関しては、ある程度、信頼性できる解

を得ることが可能になったといえる。 
著者らは、これまで前者の力学的手法の立場か

ら、要素端節点に離散化された要素座標系表示の要

素端力と基準座標系表示の節点力との間の釣合条

件式より導かれる接線剛性方程式を反復使用する

接線剛性法を用いて、等張力曲面の用いた形態解析

を行ってきた(4)、(5)、(10)など。また、一般的な有限要素

法展開においては、たとえば文献(3)のように応力の

釣合条件式によって定義される汎関数を基礎式と

して用いるのに対して、本手法では「力」のディメ

ンジョンを持つ物理量間の非線形性を取り扱って

いるため、いわゆる変位法における三角形トラスブ

ロックの幾何剛性と等価なものを用いて十分であ

る。さらに、本手法は一般には収束性に問題がある

とされている力学的手法の中にあっては、自由節点

を 1 自由度系に低次元化処理することにより、非常

に高い収束性を示すことが報告されている(4)、(5)。 
しかしながら、三次元空間内の閉じた境界に対

する最小曲面（内圧が作用しない等張力曲面）を求

める問題を考えるとき、平面ではなく三次元的な境

界形状を与えた場合には隣接する要素の軌跡が交

差するなどの数値計算上の問題により、収束解が得

られないケースもある。これは、等張力石鹸膜要素
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自体が面内方向に剛性を持たない、非常に不安定な

挙動を示すことに起因すると考えられる。著者らの

論文(4)においても、ＨＰ曲面を求める問題のような

簡単な計算でさえ、前記のような軌跡の交差が発生

するため、一旦内圧を与えて反復計算を行い、得ら

れた解を先行状態として、さらに反復計算を重ねて

行うことにより、最終解を得ている（図－1）。よっ

て、たとえば螺旋境界のように非常に複雑な境界形

状を与えた場合には、等張力曲面を得ることは容易

ではないと考えられる。 
一方で、このＨＰ曲面に代表される最小曲面は、

いわゆる膜構造や吊構造だけではなく、一般の商業

施設や住宅の屋根形状に採用されるなど、意匠と力

学的合理性を兼ね備えた新しいカタチとしての可

能性を有している。デザイナーの感性により創造さ

れた、空間内の閉じた境界を、確かな力学的根拠を

持った曲面で覆うことが可能であれば、構造物の設

計の概念が大きく広がることになると考えられる。 
本論文では、著者らが先に提案した線長比例軸

力線要素(9)によって構成される釣合曲面が等張力

曲面に近い形状となり、且つ線形解析で釣合形状を

得ることができることに着目し、任意の境界形状を

持つ最小曲面を求める問題に適用している。本論文

における解析の手順は以下のとおりである。 
1） 三角形メッシュあるいは四角形メッシュに分

割した初期平面と固定境界を設定する。 
2） メッシュ境界に線長比例軸力線要素を配し、境

界節点のみを強制変位させて、空間内に自由に

境界形状を描く。 
3） 線形の軸力線解析により釣合形状が得られ、そ

の後、線長比例軸力線要素を等張力石鹸膜要素

に置換する。 
4） 接線剛性法による幾何学的非線形解析により

最小曲面（等張力曲面）を得る。 
これにより、相当に複雑な境界形状を設定した

場合でも、その境界に適合する最小曲面を得ること

が可能となる。また、石鹸膜要素による幾何学的非

線形解析に要する反復回数より１回多く連立一次

方程式を解くだけで良いことになる。 

２．接線剛性法による形態解析 

2.1 要素剛性分離    

互いに独立な要素端力（線要素の場合は 1 つ、三

角形膜要素の場合は３つ）の組を要素端力ベクトル

Ｓとし、これと三次元空間に固定された基準座標系

との間の平衡条件マトリックスを J とすれば、基準

座標系表示の外力としての節点力ベクトル U は、 

U = JS                    (1) 

となり、この釣合条件式の変分をとると以下のよう

に接線剛性方程式を得ることができる。 

δ δ δ δ0 GU = J S + JS = (K + K ) u       (2) 

ここで、K0 は要素座標系内における要素挙動に起

因する剛性であり、KG は要素の剛体変位に起因す

る接線幾何剛性である。また、δu は基準座標系表

示された節点変位ベクトルである。 
2.2 要素ポテンシャル関数    

接線剛性法では、一般の有限要素法のように基準

座標系から直接要素内のひずみを参照し、変位―ひ

ずみ間の幾何学的非線形性を定式化するのではな

く、要素端に離散化された互いに独立な要素端力と

基準座標系表示の節点力の間の非線形性を線形の

接線幾何剛性により収斂させる手法である。よって、

要素内の有限ひずみについて煩雑な展開をする必

要は無く、変形後の要素端節点座標から要素端力を

厳密に計算することが出来れば、要素の挙動を任意

に定めて用いることが可能である。たとえば、 
・ 膜張力一定の三角形要素（石鹸膜要素） 
・ 軸力一定の線材要素（定軸力線要素） 
・ 軸力が要素長に比例する線材要素（線長比

例軸力線要素） 
などを同一のアルゴリズム内で用いることが出来、

またこれらの要素を組み合わせて解析することも

可能である。 
ここで、要素座標系内における要素挙動を規定す

るため、要素ポテンシャルを要素長、面積などの要

素に関する幾何学量の関数として定義する。要素ポ

テンシャルを定義することは、要素に「仮想」の剛

性を設定することと等価であり、任意の関数を定義

しても、そこで規定された要素挙動に整合する釣合

曲面が得られることになる。 
いま、要素ポテンシャル P に対して、要素の形

状を規定する上で互いに独立となる要素寸法の組

を s とすれば、 

P∂
=
∂

S
s

                    (3) 

のように要素端力が得られる。 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
図－1 内圧のある状態（左）とこれを先行状態と

して得られる HP 曲面（右）－文献(4)より－



 

 

2.3 軸力線要素    

ケーブル材やトラス材などの 1 次元部材によっ

て構成される構造系の形態解析に関しては、軸力密

度を指定する方法(7)や滑車節点を用いる方法(8)な

どが提案されている。 
本論文における要素ポテンシャルを用いた軸力

線要素の考え方は以下のとおりである。いま、要素

ポテンシャルが線長 l のべき乗に比例するとし、こ

の比例定数を要素端力係数 C として定義すれば、

要素ポテンシャルを要素端力方向の寸法である線

長で 1 階微分すれば、軸方向の要素端力が得られる

ことになる。たとえば、 

nP Cl=               （4） 

となり、これに式（3）を適用すれば、 

 1nN nCl −=       （5） 

のように軸力線要素の軸力Ｎが得られる。また、こ

の軸力線要素の方向余弦ベクトルをαとすれば、式

(1)は次式のように書き直すことができる。 
 

N
⎡ ⎤ ⎡ ⎤
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従って、これを式(2)に代入すれば、 
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となる。ただし、e は 3×3 の単位マトリックスで

ある。 
式(5)において、n=1 の場合は要素寸法の変化にか

かわらず軸力が一定となる定軸力線要素となり、式

(7)は、通常のトラス部材の接線幾何剛性と一致す

る。よって、式(2)に K0＝0 を代入したことと等価

となり、軸力を指定した形態解析が可能となる。 
また、式(5)において、n=2 とした場合は、要素の

長さに軸力が比例する線長比例軸力線要素となり、

式(7)は完全に線形になる。これにより、非追従力

（形状によって大きさ向きが変化しない節点外力）

が載荷される場合には繰り返し計算が不要となり、

追従力に対しても荷重の変分に起因する剛性項を

付与することなく確実な収束性のもとに釣合解と

しての曲面形状を得ることができる。 

2.4 三角形石鹸膜要素    
三角形要素の面積を A、単位幅膜張力をσt（＝一

定）として、要素ポテンシャルが面積 A に比例す

るものと定義すれば、 

tAP σ=                     (8) 

となる。これに対して、図－2 に示したように、独

立な要素寸法の組を三角形要素の三つの辺長とし

た場合、独立な要素端力は、 
 

)3,2,1(
2
1

==
∂
∂

= irt
l
PN i

i
i σ     (9) 

のように各辺に沿う方向の力となり、これは文献(5)

における三角形石鹸膜要素の辺張力と同じものに

なる。ここで、riは三角形要素の垂心（０点）から

各頂点までの距離である。よって、式(2)における

接線幾何剛性 KGは、三角形トラスブロックの場合

と同じになり、 
 

3 3
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のように表示できる。また、本論文でも文献(5)および(6)
における考察に倣い、石鹸膜要素の要素力剛性 K0 は接

線幾何剛性 KG に比べて非常に小さいものと考え、式(2)
に K0＝0 を代入して計算を行うことにする。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

図－2 石鹸膜三角形要素 
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３．数値計算例 

3.1 線長比例軸力線置換による Shark 曲面解析 
 図－3のように一辺が 10ｍで各辺 10 分割したシ

ャーク境界に対して、式(5)の要素端力係数を C＝
1.0kN/m、n=2 とした線長比例軸力線要素を配して

解析を行うと、連立一次方程式を一度解いた時点で、

全節点の不平衡力が 0 に収束し、図－4のような形

状の解を得ることができた。その後、軸力線要素を、

単位幅膜張力σt =2.0kN/m の四辺形石鹸膜要素（三

角形石鹸膜要素を 4 枚張り合わせて単位幅膜張力

を 1/2 に換算したもの）に置換して、接線剛性法の

アルゴリズムに投入したところ、図－5のような最

小曲面が得られた。 
しかしながら、この解は最小曲面と等価な等張力

曲面（面外方向の不平衡力が収束している）ではあ

るものの、メッシュの面積、形状に大きなばらつき

があり、最大不平衡力が 3 桁小さくなるまでの反復

回数も 24 回と多くかかっている。これは、軸力線

解析において要素端力係数を均一としているため

に、曲面を上に押し上げる作用をするタテ軸力線

（図－6中の太線）の密度が、曲面を下に押し下げ

る作用をするヨコ軸力線（図－6 中の細線）の密度

に比べて小さくなり、実際の Shark 曲面よりも低い

位置に偏った曲面となったことが原因と考えられ

る。（本稿における「上下」「タテ・ヨコ」の表現は

あくまで、図のような配置を参照したものである。） 
 そこで、タテ軸力線の要素端力係数を 7.5kN/m、

ヨコ軸力線の要素端力係数をそのまま 1.0kN/m と

して軸力線解析を行ったところ、図－7のようにメ

ッシュの揃った Shark 曲面に近い形状の解が得ら

れた。さらに、これを先行状態として石鹸膜解析を

行うと、節点の移動量も少なく、7 回の反復計算の

後に図－8 の最小曲面を得ることができた。図－9

はそのときの最大不平衡力の推移を示している。 
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図－3 Shark 境界と初期節点位置 
   およびメッシュ分割、寸法 

図－4 均一な要素端力係数 
   により得られた釣合曲面

図－5 図－4 を先行状態として 
   得られた最小曲面

図－6 タテ軸力線（図中太線）と 
   ヨコ軸力線（図中細線） 

図－7 軸力線の密度を揃えて 
   軸力線解析したときの解

図－8 図－7 を先行状態として 
   得られた最小曲面
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図－9 図－8 の解から図－7 の解を得るまで

の最大不平衡力の推移 



 

 

  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Ex-1. 曲線境界 Shark Ex-2. 立体交差三つ葉 

① 

初
期
平
面 

② 

境
界
強
制
変
位 

③ 

軸
力
線
釣
合
形
状 

④ 

最
小
曲
面
（空
間
内
三
方
向
か
ら
の
投
影
図
） 

Ex-3. ラーメン周り螺旋 

正六角形 
正三角形

台形 

図－10 境界強制変位による最小曲面解析の数値計算例 
（いずれも、要素端力係数 C＝1.0kN/m, n=2, 単位幅膜張力σt＝2.0kN/m） 



 

 

3.2 周辺境界強制変位による最小曲面解析 

 図－10 に計算例を三つ示している。ここでは①

のように初期平面とメッシュ分割を施し、②のよう

に周辺境界節点を任意の形状に強制変位させて、線

長比例軸力線解析によって石鹸膜形状解析のため

の初期形状③を定めた。Ex-1 はアステロイド曲線

を基準に作成した曲線境界を持つ Shark 曲面、Ex-2
は境界線が立体交差するような三つ葉形曲線境界、

Ex-3 は中央のラーメン型の枠の周りを曲線境界が

ちょうど一周するような螺旋形の境界である。いず

れも、①の初期状態から一気に②のように境界節点

を強制変位させ、連立一次方程式を一回解くことに

より③の軸力線釣合形状を得ている。また、これを

先行状態として石鹸膜形状解析を行うと、いずれの

計算例の場合も要素端力係数 C を均一に設定して

いるにもかかわらず、10 回以内の反復計算で④の

ような最小曲面を得ることができた。 
 
４．結言 

 要素端力（軸力）が線長に比例すると定義した軸

力線要素を用いて石鹸膜形状解析のための先行（初

期）形状を効率的に求める形態解析方法の提案を行

った。本手法によれば、軸力線の面内方向密度に偏

りがあるようなケースを除き、複雑な境界形状であ

ってもこれに整合し、かつ等張力条件を満たす最小

曲面を得ることができる。よって、設計者にとって

は、自由な発想で境界形状をデザインすることが可

能となり、また、その境界形状を覆う合理的な曲面

が得られるため、大空間構造その他の建築物の設計

の自由度が大きく広がることが期待できる。 
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SYNOPSIS 
This study describes rational calculation technique to determine soap film isotonic surface (= minimum shape) having 

arbitrary boundary shape. Axial-force line element whose element force is proportionate to its own length can find a 
complete balanced shape without iterations. Therefore, the shape can be primary shape for isotonic surface analysis, 
and we can obtain minimum surface even when it has so much complex boundary shape in the space. 
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