
 

 

圧力を受ける矩形コーティング加工平織布膜の 
撓みと応力の手計算近似式 

 

                                                                                                  南 宏和＊   

 

梗   概 

圧力を受ける膜の撓みと応力の計算には、周知のとおり膜がもつ幾何学的非線形性が考慮される。そのために、極めて

単純な形状といえる矩形の膜であっても、その撓みを支配する基本方程式は複雑なものとなる。そこで、互いに交差し

ながら平織物のたて糸とよこ糸が支持し合う力学的関係を利用することにより、本来高度なコンピュータ解析が必要な矩形コー

ティング加工平織布膜の応力・変形の計算を手計算で近似的にできる式を導いた。得られた手計算式が実用性をもつことを、単

純な平面供試膜についてのことであるが、実験により確認した。 

 

１ はじめに 

 平面内にある矩形境界で支持され撓んでいるコーティング加工平

織布を取りあげる。そして、この材料が静圧力を一様に受けて膜と

して変形する挙動を検討の対象とする。 

膜構造物の膜の形態を考えると、初期撓みのある矩形膜の形態は

最も単純かつ基本的なものの一つといえよう。圧力を受けて変形す

るときのその撓みと引張応力の計算は、今日では有限要素法解析で

容易に行うことができる。しかし、そのような高度な解析法による

計算にはそれなりに計算作業時間を要し、また計算結果の評価には

解析法に関する一定水準以上の知識が要請されると考えるべきであ

ろう。そこで、誘導のための理論が難しいものでなくまた手計算で

それら応力や撓みを容易に計算できる単純な実用計算式が用意され

ているならば、それは膜構造物設計のために一つの有意義なことと

いえよう。本検討では、その実用計算式を得ることを主な目的とす

る。 

初期撓みをもつ矩形膜は単純な形態をもつけれども、圧力を受け

て変形する時のその基本的な支配方程式は、周知のようにひずみと

変位の非線形関係式つまり幾何学的非線形性を考慮することから、

膜境界を含む矩形平面の面内とその垂直な方向に定められた直角座 

 

 

標の各軸方向の変位成分３個を未知数とする複雑な方程式の組すな

わち３元連立非線形２階偏微分方程式になる。この支配方程式を差

分法で近似的に解く方法を追究し、矩形膜の応力や撓みの分布など

の特性を調べた研究報告がある 1)2)3)。一方、この支配方程式を解く

代わりに、撓みを三角関数の級数で表してエネルギー法で近似的に

解析する方法も追究され報告された 2)。以上の研究報告に示された

応力と撓みの計算手順は、コンピューター利用を前提とした手順で

あり、今日一般化している有限要素法解析の計算手順と同様に、手

計算に供されたものではない。 

 コーティング加工平織物の矩形膜の応力・撓みを実用上十分な精

度で与える手計算式を誘導するためには、応力のほとんどを分担す

ると考えられる平織物のもつ力学的および幾何学的な特徴、すなわ

ちたて糸とよこ糸がクリンプ（波形に織縮み）しつつ直交し力学的

に相互作用している特徴をうまく利用してモデル化することがまず

肝要であろう。本研究では、平織物のたて糸とよこ糸は矩形境界辺

に平行に位置するものとする。そして、矩形の中心を通る糸１本を

含み単位幅をもつ細長い１方向の膜要素を抽出しモデル化してその

応力を本検討で目的とする応力として計算する式を誘導するように

する。この１方向膜要素を主膜要素と呼ぶことにする。主膜要素の 
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撓みを解析するときには、これに直交するすべての糸についても同

様にその１本を含む単位幅をもつ１方向膜要素を抽出してモデル化

し、主膜要素との間の力学的相互作用の考慮を払うようにする。こ

れらの膜要素を直交膜要素と呼ぶことにする。 

 まず主膜要素と直交膜要素のモデル化の説明をし、つづいて直交

膜要素の撓み解析を行う。その解析結果を用いて主膜要素の撓み解

析を行い、目的とする応力と撓みを近似的に手計算で求めることが

できる計算式を誘導する。さらに、得られた手計算式の検証を、空

気圧を受ける PTFE コーティング加工ガラス繊維平織物の正方形

供試膜の撓みの実験値を用いて行う。そして最後に、得られた手計

算式を適用し、矩形膜の撓みおよび応力と、初期撓みおよびアスペ

クト比との関係について、簡単な考察を行うことにする。 

 なお、本論での応力は、膜の変形前単位幅当たりの引張力を表す。 

 

２ コーティング加工平織物のモデル化 

 コーティング加工平織物が平面内にある矩形境界で支持されてい

る。その境界を含む平面の中心に原点を置く直角座標軸x、y、zを

定める（図2）。x軸とy軸は境界に平行に定める。コーティング加

工平織物は、原点を含むx-z平面が通る位置でz方向の初期撓み 0w

をもって境界で支持されており、そこで一様圧力Qをz方向に受け

るものとする。そして変形した結果生じる、このx-z平面が通る断

面の方向の応力は、どの位置でも一定と仮定しそれをT と表す。ま

た、このx-z平面が通る位置の初期撓みの位置からのz方向の変位

をw と表す。x=0（原点つまり矩形中心）の位置でのその変位を cw

と表し、初期撓みは cw0 と表す。そして、このx-z平面が通る位置

に、前述の主膜要素（図2 に示す位置A0、C0を通る膜要素）があ

るとする。本検討で得ようとしているのは、この主膜要素の一定応

力T と中央変位 cw を近似的に手計算で求めることができる実用

式である。 

 コーティング加工平織物のコーティング樹脂は軟質であるし、そ

の塗工層は平織物の厚みに比較して厚いものではない。そのことか

ら、コーティング樹脂部分の引張剛性とせん断剛性を無視すること

とし、コーティング平織物の膜としての応力は平織物の負担する単

位幅当たりの引張力であるとみなすことにする。この近似的取扱い

を模式的に図1に表す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図1 コーティング加工平織物の膜応力の定義 

 

 図2に示すように、主膜要素A0A0の幅はx-z平面内の糸1本を

含む単位の幅とし、支持間隔は a2 とする。したがって、その幅は

x-z平面内織糸の密度（y方向単位長さ当たりのｘ方向織糸の本数）

の逆数で、これを yd と表す。これに対し、y-z平面内の糸1本を含

む単位の幅は xd と表す。直交膜要素はこの幅をもち、主膜要素

A0A0に直交するy-z 平面内の糸の本数分あると考えることになる。

図2には、そのうちの一つを直交膜要素BnBnと表して代表的に示

した。その隣接のものは直交膜要素Bn-1Bn-1、Bn+1Bn+1と表すように

する。同図に示すように、これら直交膜要素の支持間隔を b2 とし、

主膜要素A0A0との交差点をCn-1、Cn、Cn+1のように表す。 

 本検討の膜材料の基布は平織物に限るのであるが、以上の単位幅

をもつ膜要素へのモデル化に加えて，この布材料がもつたて糸とよ

こ糸の交差部での力学的相互作用を適切にモデル化することによっ

て近似解析手順が単純化され、その結果、目的とする実用計算式を

導くことができる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

図2 一方向の主膜要素A0A0と直交膜要素BnBnへのモデル化 



 図 3 に、主膜要素と直交膜要素の隣接する交差部を、代表位置

を･･･、Cn-1、Cn、Cn+1、･･･と表して示した。この図に示すように、

たとえば位置Cn-1やCn+1の交差部では、主膜要素の外表面に圧力Q

が作用して膜要素どうしの接触面では相互作用圧力が作用すると考

える。また、CnやCn+2の交差部では、直交膜要素の外表面に圧力Q

が作用して、膜要素どうしの接触面では相互作用圧力が作用する。

交差部での外表面に作用する圧力による力を yx ddQ 、接触面で

相互に作用する力を位置･･･、Cn-1、Cn+1、･･･では･･･、 yxn ddq 1− 、

yxn ddq 1+ 、･･･、位置･･･、Cn、Cn+2、･･･では･･･、 yxxn ddq 、

yxxn ddq 2+ 、･･･と表すことにする。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
 図3 膜要素交差部での外部圧力と交差部接触面相互作用力の 

モデル化 

 

 このように交差部の外部圧力と接触面相互作用力をモデル化して、

矩形コーティング加工平織布膜を主膜要素と直交膜要素で構成され

た近似解析モデルとして表すことができる。それを図4の上段に示

す。このモデルで、直交膜要素 BnBnの主膜要素との交差部での力

の釣合条件に関係する力を考えると、それらは、外部圧力による力、

交差部接触面作用力、および直交膜要素 BnBnの応力作用による力

である。これらの力をそれぞれ第１項から順に用いて釣合方程式を

表すと次式のようになる。 

    (+− yxxnyx ddqddQ 膜要素BnBn の引張力の 

z方向成分 0) = .  

 この左辺第3 項は、隣接する交差部の接触面圧力 1−− nq および

1+− nq による作用力の平均値に近似的に等しいと考えることにし、

yxn ddq− と表す。すると、上の釣合方程式から次式が得られる。 

        yxnyxyxxn ddqddQddq −= .               (1) 

この式の右辺の力を、主膜要素の交差位置 Cnに作用する接触面

相互作用力とみなすことにより、図4上段のモデルよりも近似解析

により適したモデルをつくることができる。それを同図の下段に示

す。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
図4 主膜要素と直交膜要素で構成された 

コーティング平織物膜モデル 

 
３ 直交膜要素の中央位置における撓みと接触面相互作用力との 

関係式 

 主膜要素の近似解析をするためには、図4下段に示した直交膜要

素との交差部の接触面相互作用圧力···、 1−nq 、 nq 、 1+nq 、···

が、主膜要素を解析するときのz 方向の初期変位 0w および未知変

位w で表されている必要がある。その関係式を、まず直交膜要素の

撓みの近似解析を行って求めることにする。 

 図5に、代表的に直交膜要素BnBnの近似解析モデルを示す。中

央の位置Cnは、図4 にも示したとおり、主膜要素との交差部の位

置を表す。この位置でのz方向の初期変位と未知変位を前節で説明

したとおりそれぞれ 0w およびw で表す。後者の未知変位は外部圧

力Qの作用による付加変位で、これに初期変位を合わせたものが総



変位である。この総変位を中央でもつ直交膜要素 BnBnの任意位置

でのz方向の初期変位と外部圧力による付加変位をそれぞれ nw0 、

nw と表すことにする。 

 図4 下段に示すように、この膜要素の中央に作用する圧力は nq

である。ここで、この膜要素に作用する分布圧力を近似的に次式の

ように簡単化して表す。 

           nqq β=  ( = constant ).                      (2) 

ここで、β は定数係数とし、その値の検討を後で行うものとする。 

 本論ではコーティング平織布を線形弾性膜と考えることにし、こ

の直交膜要素 BnBnの引張弾性定数を tEn と表す。そして、応力、

ひずみおよびy方向の変位成分をそれぞれ nT 、 nε  および nv と

表す。まず、この膜要素の応力─ひずみ構成式を 

          tET nnn =ε  
と表す。また、初期ひずみを考慮したひずみ変位関係式は                                                                
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と表すことができるが 5)、この式を、右辺において本近似解析では

省略可能と考えられる項を除いて次式のように表す。 
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 さらに、この膜要素の応力の釣合い方程式を次式で表すことがで

きる。 
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 ここで、この膜要素のz方向の初期変位成分と付加変位成分を、

境界と中央での条件に適合するyの2次関数で近似的に次式のよう

に表す。 
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類似に、y方向の変位成分を次式のようにyの3次式で表す。 
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 次に、以上の方程式を用いて、目的とする nq を表す式をRitzの

方法で導く。まず、図2や図5を参考にして、この膜要素のひずみ

エネルギーおよび外力のポテンシャル・エネルギーは次式のように

表すことができる。 
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そして、次の方程式 
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を適用して目的の式が次式のように得られる。 
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      図5 直交膜要素BnBnの解析モデル 

 

4 手計算式の誘導─主膜要素A0A0の近似解析 

 次に、(9)式を適用して、主膜要素A0A0の近似解析をする。そし

て、本論の目的の手計算式を導く。 

図6 は主膜要素A0A0の解析モデルを示す。この膜要素に交差す

る直交膜要素の様子は図4にしめしたとおりである。前述のとおり、

この膜要素の任意位置の初期z方向変位および外圧力による同方向

付加変位はそれぞれ 0w およびw と表す。また、中央C0（x=0）の

それらの変位はそれぞれ cw0 および cw と表す。 

前節においてと類似に、この膜要素の引張弾性定数を tE と表す。

そして、応力、ひずみおよびy方向の変位成分をそれぞれ T 、ε  お

よび u と表す。そして、この膜要素について応力─ひずみ構成式

を 

           tET=ε ，                (10) 



初期ひずみを考慮したひずみ変位関係式を 
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さらに、応力の釣合い方程式を次式で表す。 
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 さらに、前節の(5)式と(6)式と類似に、各変位成分を、境界と中央

での条件に適合するよう近似的に次式のように表す。 
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 そして、以上の方程式を用いると、この膜要素のひずみエネルギ

ーおよび外力のポテンシャル・エネルギーをそれぞれ次式のように

表すことができる。 
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前節の直交膜要素に対してこの主膜要素の場合では、交差部で直

交膜要素から作用する圧力 nq の仕事を考慮する必要がある。それ

は、蓄積エネルギーとして考慮すると、次式で表される。 
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 以上の方程式を用いて、再びRitz法を適用する。 
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wd
d

q
c

．                   (17) 

この式より、主膜要素の中央撓み cw に関する3次の代数方程式が

得られる。それを解いて、目的とするコーティング加工平織物膜の

中央撓みの手計算式が、さらにその計算式より対応する応力の手計

算式が次式のように得られる。 
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ここに 
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図6直交膜要素A0A0の解析モデル 

 

５ 中央撓みの手計算式の実験値による検証 

 圧力を受ける矩形コーティング加工平織物の中央での変位と応力

の手計算近似式が、それぞれ(18)式と(19)式のように得られた。本節

では、これらのうち前者について、既報 4)の実験値との比較をして

検証する。 

 既報の供試体は辺長が 40cm（ 20== ba cm）の正方形で、

大スパンドーム膜屋根などに採用されている膜材料と同種の

PTFE(polytetrafluoroethylene)コーティング加工のガラス繊維平

織物である。この膜材料のたて糸およびよこ糸の1cm幅あたりの打



ち込み本数（糸密度）はそれぞれ10.0および7.3（本/cm）である。

実験は、初期変位なしで取り付けた供試体に空気圧をかけて中央変

位（z 方向）をダイアルゲージで測定したもので、その状況を図 7

に示す。 

 

  図7 空気圧による正方形膜の中央変位を測定する実験4) 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

     図8 供試膜の測定1軸応力―ひずみ曲線 

 

 供試膜材料のたて糸方向およびよこ糸1軸伸長曲線を図8に示す。

これらの非線形応力―ひずみ曲線は、1 軸引張破断応力のおよそ

20％にあたる応力に達するまでの間に測定されたものである。この

図には、各伸長曲線について線形近似をした結果を破線で示した。

これら破線は、(19)式による応力の計算値がほぼ4kN/mまでの範囲

に含まれるものと想定して、伸長曲線上の応力0および4kN/mの

点を結んだものである。そして、たて糸方向およびよこ糸方向をそ

れぞれx軸およびy 軸と設定し、引張弾性定数 tE および tEn を

それぞれ444 kN/m および 118kN/mと算定した。 

 供試体中央の(18)式および実験による変位と空気圧力の関係を図

9に示す。ここで、計算結果は、β の値を1.0 と 0.5に定めた場合

の二つの結果を示している。二例の計算結果にはほとんど差異はな

く、これらの結果は実験結果によく一致していると言える。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図9 計算と実験による中央変位と圧力の関係 

 

６ 矩形コーティング加工平織布膜の応力変形特性の考察 

 樹脂コーティング加工平織物は、前述のように薄く塗工されたコ

ーティング樹脂が普通は軟質でありまた平織布が織糸の方向に偏っ

て引張剛性をもつものであるので、圧力を受けて変形する場合の変

形と応力の関係には連続体膜の場合とは違った特性が含まれるであ

ろうと考えられる。ここでは、そのことを意識しながら、前節で得

られた手計算式（(18)式と(19)式）を適用した計算結果に若干の考察

を加えることにする。なお、図9の計算結果にみられたように、β

の値の違いは計算結果にほとんど影響を及ぼさないので、以下では

これを1.0と定めて計算を実施した。また、図の縦軸と横軸の表現

には、1 節で述べた膜の支配方程式を無次元化した場合に現れる項

の係数ともいえる無次元量を用いた。 

 まず、図10に、正方形膜について(18)式で得た圧力と中央変位の

関係を示し、その初期撓み依存性を示した。中央変位は、初期撓み

がない場合には、圧力に対して強い非線形性を示している。しかし、

初期撓みがある場合には、非線形性は顕著でなくなり、主膜要素に



沿う辺長の 5%程度の初期撓みの場合であればほぼ線形であるとみ

なせるようである。 

 図11に、正方形膜について(19)式で得た圧力と応力の関係を示し、

その初期撓み依存性を示した。応力は、初期撓みがより大きく与え

られるほど低い水準の値になり、圧力に対して線形性が増す。初期

撓みのない場合の非線形性はわずかで、初期撓みに関係なく応力は

圧力に対してほぼ線形であるとみなせるようである。 

 図12には、初期撓みのない場合の圧力と中央変位の関係を示し，

その矩形膜のアスペクト比依存性を示した。この図をみると、アス

ペクト比（ ab ）が1.0の結果は同2.0の結果と大差ないことがわ

かる。このことから、アスペクト比が1.0程度およびそれを超える

矩形のコーティング加工平織布膜の変形計算は、この矩形膜を主膜

要素方向の一方向単位幅膜に１次元モデル化をして計算することも

近似的には可能であるといえる。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

図10 3ケースの初期撓みについて計算した圧力―中央変位関係 

 

 

図11 3ケースの初期撓みについて計算した圧力―応力関係 

 

 

 

 

 

 

 

 
 図12 3ケースのアスペクト比について計算した 

圧力―中央変位関係 

 

７ 結論 

 互いに交差しながらたて糸とよこ糸が支持し合う力学的関係を利

用することにより、本来高度なコンピュータ解析が必要な矩形コー

ティング加工平織布膜の応力・変形の計算を手計算で近似的にでき

る式を導くことができた（(18)式と(19)式）。そして、得られた手計

算式が実用性をもつことを、単純な平面供試膜についてのことであ

るが、実験により確認できた。 

膜構造物の設計プロセスで、矩形あるいはそれに近似できるコー

ティング加工平織布膜（膜材料）の応力変形計算の近似的検討が必

要になるときには、本手計算式を有限要素法など高度なコンピュー

タ解析の代わりに用いることができる。 

コーティング加工平織布の正方形膜に本手計算式を適用した計算

結果によると、初期撓みがない場合あるいは求める応力の方向の辺

長の 5%程度までの場合は、圧力に対して変位および応力の非線形

性は特に変位について顕著にあらわれる。しかし、それらより初期

撓みが大きい場合では、非線形性は弱くなりほぼ線形とみなすこと

ができる。また、長方形膜の計算結果によると、中央変位は短辺方

向の一方向膜モデルで計算しても大差ない結果を得ることができる

ことが予測される。したがって、短辺方向の応力は、その方向の一

方向膜モデルで計算することも近似的には可能であろう。 

 なお、周知のようにコーティング加工平織布膜の特に初期伸長時

の伸長曲線は顕著な非線形性を示すものであることが多い。図8に

示した伸長曲線はその具体例である。本報の計算式はさしあたり材

料線形仮定を置いて導かれた結果であるので、その妥当な適用には



非線形伸長曲線に対して行う線形化に際して、計算する応力値の大

きさをあらかじめ勘案するなどの注意を払うことが当然ながら肝要

になる。本報における線形化は、図9に示した実験値に対応する応

力計算値の範囲（図11のデータからおよそ5kN/mまでの範囲とわ

かる）と、図8に示した伸長曲線の線形化をした応力値の範囲とが

できるだけ対応するように図られたものである。 
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Formulae for Handcalculation of Deflection and Stress of 

 Rectangular Coated Plain-Weave Fabric 
 

                                                                                                                                  Hirokazu Minami* 
 
Taking advantage of a mechanics in the mutually supporting system of crossing warp and weft yarns in plain-weave 
fabric, a rectangular coated fabric was considered as a composite material of a principal membrane element having unit 
width including one yarn in the principal direction and the other orthogonal membrane elements also having unit width. 
Consequently, formulae for the approximate handcalculation of the deflection and stress were obtained. The formulae 
were verified by comparison on the central deflections calculated and measured on a flat square specimen subjected to 
lateral pressure. In conclusion we could consider that the formulae were adoptable to the practical approximate 
handcalculations in place of advanced computer analysis such as finite element method analysis. 
 
* R & D Department, Taiyo Kogyo Corp.  


