
円形張力膜のリンクル現象に関する幾何学的非線形解析
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1英才.1IJ:造のリンクル現象を定量的に評価するために幾何学的非線形解析を行なった円m却長力膜を対象とし，中央に設置さ
れた回転軸を反時計周りに回転させた際に発生するリンクル現象を有限要素法により解析した.本論文では，リンクル解

析に適する要素アスペクト比および角特斤ステップ比の上限値を示し MITCシェル要素の形状関数の違いがリンクル角新斤

に与える影響について報告するさらにリンクル現象の載荷経路依存性について定量的に評価する.

記号の説明

M:  モーメント

T 初期張力(等方応力)

G: せん断弾性係数

膜厚

α ; 回転軸半径

b 

d 

円形膜半径

強制変位量

ゆ 強制回転角

R 円形膜半径方向の断面長(b-a) 

σ2・ 最-小主応力

r 極座標のγ成分

B 極座標の0成分

lc ・ 円周方向の要素幅

lr 半径方向の要素幅

hc・ 円周方向要素アスペクト比(lc/t)

ん 半径方向要素アスペクト比(lr/t)

15 解析ステップ幅(回転軸外周上での接線方向強制変位量)

15. 解析ステップ比(15/1c)

山 面外変{立

1. はじめに

膜は曲げ岡IJ'j'ilが非常』こ小さい構造材料である.そのため，膜面に圧

縮応力が作用すると，その表面にはリンクル(しわ)が発生する.膜面

に発生したリンクルは1賠詑造の力学特性を変化させ，運用性能を悪化

させる.したがって，リンクルを有する膜面の力学特性を解明するこ

とは膜構造物を実現していく上で重要である

膜面に圧縮応力が作用した際に生じるリンクル現象は分岐座屈現

象である.このため，リンクル現象を解析的に検討するためには幾何

学的非線形問題を解かなくてはならない.しかし，リンクルのような

幾何学的非線形問題を有限要素法により解析をすると，次に示す問題

点が生じる.まず，解析結果は要素数に依存する特に，リンクルの発

生本数は膜厚が小さくなる程増加するため，正しい解(変形モード)を

得るための要素数は増大する.またリンクルの発生メカニズムは分

岐座屈によるため，解析結果は解析ステップ数にも影響される.さら

に，通常のシェル要素で、は膜厚が小さくなるとshearlockingが発生

し，解析結果は実際の解よりも硬くなる.加えて，リンクルは幾何学

的非線形性が非常に強く，角新時における解の不安定性および精度の

悪化が懸念される.

このような点から，従来のリンクルに関する研究は張力場理論によ

るものが多いl叫張力場濫命は面外現象である リンクルを応力場で
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定義し，面内問題として取り扱うーしたがって，張力場理論では上述

したshearlockingによる解の精度の悪化，分岐座屈による解の不安定

現象および変形モードを再現するのに必要な要素数の増大といった

問題は生じない.しかし，張力場理論により得られる解はリンクルの

発生領域とその方向といった定性的なものでしかない.このため，張

力場理論ではリンクル現象を定量的に評価することはできない.

現在，分岐座屈理論によりリンクルを研究した論文は少ないlト 12)

したがって， リンクルの定量的な評価は十分になされていない.特に，

従来のうN皮座屈理論を用いた論文は，一定載荷後のリンクル形状およ

びその応力4大態の再現に着目した論文が多く，載荷経路がリンクル現
象に与える影響を許価した論文はないリンクルは非線形'似，t'，非常に

強く，その形状は載荷経路に依存することが予想される.載荷経路に

依存するリンクルの性質を定量的に評価することは，非線形性の強い

リンクルの発生メカニズムを明確にするためにも重要である目

本研究では，リンクル現象を定量的に評価するために幾何学的非線

形解析(疑似到岐座屈解析)を行なった円形膜中央に設置された回転

軸を反時計周りに回転させた際に生じるリンクル現象1，2，10)を有限要

素法により解析するー解析で用いたシェル要素はMITCシェル要素

13叶 7)である.また，解の収束性および精度の向上を図るため，接品鯛リ

性マトリックスを計算する際に有限回転増分を考慮した鮒庁18)を行

なっている本論文では始めに，要素数，解析ステップ数および初期

不整量カf角材庁結果に与える影響について検討し，リンクル角勅庁に必要

な要素アスペクト比と解析ステップ比について報告する.次に，4節

点シェル要素と9節点シェル要素を用いて解析を行ない，背対犬関数の

次数の違いがリンクル開斤に与える景簿について示す.最後に，異る2

つの戦荷経路を用いてリンクル解析を行ない，載荷経路がリンクル現

象に与える影響について報告する.

2. 解析概要

(1) 解析モデル

図lに解析モデルを示す.本研究では円形膜中央に設置した回転軌

を反時計周りに回転させた際に発生するリンクル現象を対象とした

回転軸半径はa= 50mm，円形膜半径はb= 300mmである膜材は
ポリエステルフィ ルムとした材料特性は線形性を仮定した 表lに

解析パラメータを示す.パラメータの数値としては，従来の研究10，12)

でよく扱われた範囲の数値を用いている.載荷は，円形脱外周上に半

径外向き方向へ強制変位(d= 108μm)を与えて一様張力を導入する
場合と円形膜中央の回転軸を反時計周りに約l度回転させてねじり力

を導入する場合の2ケースとした.この時回転軸の強制回転は回転軸

外周上の全節点に接線方向の強制変位(o)を与えて近似的に導入して

いる.そして，この2ケースの載荷を段階的に行なう場合(載符経路1) 

と同時に行なう場合(載荷経路2)に分け，リンクル解析を行なった.表

2に載荷経路の詳細を示す.なお，載荷経路lにおいて一様張力導入時

の境界条件は回転軸と膜面を完全固定とし，ねじり力導入時の境界条

件は円形膜外周上の全節点を完全固定とした.

(2) 有限要素解析

円問実に発生するリンクル現象を定量的に翻面するために疑fJJ61i岐座

屈角押「を行なった図2に解析メッ シュ図を示す同図は要素数3120

の場合である，要素分割は判圭および円周方向ともに等分制とした初

期不整量は正規乱数とし，その大きさを1期享の1/10-1/100程度にし
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50m/ll 

b=300/1l/ll 

ー--図l 解析モデル
表l 解析パラメータ

膜材 ポリエステル

ヤング率 5723 [MPa] 

ポアソン比 0.267 

円形膜半径 300 [mm] 

回転軸半径 50 [mm] 

強制変位量 108 [/Lm) 

強制l回転角 1.145 [度]

表2 紋荷経路の鮮細

戦荷経路 詳細 {荷 考

載荷経路l 一棟張力導入後ねじり力を導入 段階戦街

載荷経路2 一様張力，ねじり力を同時導入 同時載荷

図2 解析メッシュ図

て全節点の面外成分に与えたなお正規乱数の導出には混合型合同

法19)を用い，異る4パターンの初期不整量(pattem: rn 1 ， rn2， rn3， rn4) 

について検討した.このうちパターンm4はその大きさを膜厚と同じ

程度にしたまた，円周方向に対して正弦波形状(波数:3)の初期不整

量(m5)についても検討した.

本解析では膜の微小な曲げ剛性を考慮するためにシェル要素を用

いた通常，リンクルのような幾何学的非線形角平析をシェル要素によ

り解析をすると，以下に示す問題点が発生する.

1) shear lockingおよび membranelocking. 

2)要素のゆがみによる解の精度の悪化.

3)有限変形による解の精度および収束性の悪化.

これらの問題に対処するため，本解析ではMITC(Mixed Interporation 

of Tensorial Components)シェル要素13-17)を用いた.MITCシェル



要素

MITC4 

要素は

表3 CASEIの解析条件

要素数 解析ステァプ数 初期不盤 膜厚

[step] [pattern] [μm] 

3120 100 ml 50 

4940 200 rn2 75 

8000 400 rn3 100 

13650 500 m4 175 

1000 m5 300 

500 

表4 CASE2の解析条件

要素 股厚 節点数 要素数ー 載荷経路

MITC4 500μm 8160 8000 

MITC9 500μm 8160 2000 

.節l.~数に対応

表 5 CASE3の解析条件

ケース 膜厚 要索

CASE3-A 100，175，300 MITC4 

500，1000，2500 

CASE3-B 100， 175，300 MITC4 

500，1000，2500 

載荷経路l

戦荷経路l

載荷経路

戦荷経路l

戦街経路2

戦荷経路

載荷経路l

1)薄肉，厚肉双方のシェルに適用でき，任意の形状のシェルを取

り扱える(薄肉シェル要素においてもlockingが生じない)

2)剛体モード以外の虚偽のゼロ周有値を持たない.

3)要素のゆがみに対して解の精度が損なわれない

4)要紫内の任意の点においてゼロを含む一定ひずみを表現できる

といった特徴を持ち，リンクルのような幾何学的琳膨解析Lこ適して

いる.本角勃庁では4節点MITCシェル要素(MITC4)と9節点MITCシェ

ル要素(MITC9)を用いて解析を行ない，青刻犬関数の次数の迷いがリン

クル解析に与える影響について検討した.

本角平析における反復計算手法にはNewton-Raphson法を用い，収束

性を向上させるためLineSearch法を適用した.また，幾何学的非線形

解析における解の不安定性および精度の悪化は各節点毎に定義される

directorの回転増分が大きくなるためと考え，接線剛性マトリックス

を言m:する|駒こdirectorの有限回転増分まで考慮した解析18)を笑施し

たこれにより，本解析では各ステップ毎に完全な接線剛性マトリッ

クスを計算している

なお，本解析では汎用有限要素解析プログラムFeappv20)を用い，

MITCシェル要素に関しては著者らがユーザー定掛ニより別逝皇JJOした

(3) 解析ケース

本研究における解析ケースは3ケースである.表3-表5に各解析

ケースの詳細を示す CASEIでは要素数，解析ステップ数および初期
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不整量がリンクル慨に与える関空について擬すする.これにより，リ

ンクル角科汗に適する要素アスペクト比および角科斤ステップ比の上限値

を定量的に寄刊聞する.CASE2ではMITC4とMITC9の解析結果の比較

を行なう青刻犬関数の次数の違いがリンクル解析に与える景発明こつい

て検討する.CASE3では載荷経路の違いがリンクル現象に与える影

響について検討する.本ケースの膜厚は，構造スケール比(Rlt)が100

以上となるように設定したこれは板の理論において膜は構造ス

ケール比が100以上の場合として位置付けられている21)ためである.

3. 解析結果

(1) CASEI:婆素アスペクト比，解析ステップ比，初期不整量の検討

図3に解析終了時の変形の烏隊図を倍率10倍にして示す同図は膜

厚t= 50μmおよびt= 500μmの解析結巣をそれぞれ示している.
図4にリンクル発生本数を示す図より I釘享が小さくなるとリンクル

発生本数(変形モード)は要素数に依存し，要素数が少ない場合には収

束が十分ではない.特に，膜厚がt= 100μmより小さい場合では要素
数が解析結果に与える景先揮は大きいまた，図5にリンクル発生領域を

示す.本論文では，リンクル発生領域を最小主応力が負の領域で定義

した.図の縦軸は円形膜半径方向の位置を示す図より，膜厚が

t = 300μmより大きい場合では リンクル発生領域に~素数が与える
影響はほとんどないが，s:釘享がt= 300μmより小さい場合では要素
数の影響がみられる.そこで，リンクル発生本数(変形モード)に着目

して，発生本数が一定値に収束する際の要素アスペク卜比と角平析^

テップ比の上限値を+鰐すした図6に要素アスペクト比の比較を示す

対象とした要素は回転軸に隣接する要素であり，応力が一番集中する

位置の要素である.図の横軸は判圭方向の要素アスペク ト比hrを示

し，縦軸は円周方向の要素アスペクト比hcを示す.また，図中のOKiJf

収束したケースを示し，NGが収束しなかったケースを示す.図より，

半径方向の要素アスペクト比hriJf50以下，円周方向の要素アスペクト

比hcが20以下の時に，解は概ね収束しているのが判断できる.円周方

向および半径方向のアスペクト比が2.5倍異るのは，本解析で用いた

要素青対犬が長方形であるためである図7には解析ステップ比の比較

を示す.図の機軸は要素アスペク ト比を示し，縦軸は角科斤ステップ比

となっている.対象とした要素は要素アスペクト比の場合と同様に回

艇紬に開委する要素である.図より，解析ステップ比6.iJf10-3以下で

あれば，要素アスペクト比がhc< 20， hr < 50の範囲において解(リ

ンクル発生本数)は概ね収束しているのが判断できる.上記範囲

(6. < 10-3， hcく 20，hr < 50)において収束していないケースが存

在するが，これはいずれも要素数3120の場合である.要素数が3120よ

り多いケースではいずれも解は収束していることから，本解析プロクーラ

ムでは少なくとも要素数3120以上の要素数で解析するのが望ましい.

図8に膜厚t= 175μmにおける無次元最小主応力分布の比較を示
す図の横車IJは円形膜半径方向の位置を示し，左端(0.05)は回転車IJと

膜面の境界である.縦軸は同一円周位置における最小主応力の平均値

を初期張力(初期等方応力)で無次元化して示す通常，リンクル角平析

のような幾何学的非線形問題をシェル要素により解析すると，リ ンク

ル領域内での圧縮応力の解放が問題となる10) しかし，本解析では回

転軸近傍(r< 0.8)を除いて圧縮応力は十分に解放されている.また，

図より要素数が多くなると回転軸近傍の無次元最小主応力分布は容に

近付くのが判る.剛こ示す3つの要素数はいずれもリンクル本伽恨
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図8

リンクル発生領域

束している場合であるしたがって，リンクル発生本数(変形モード)

が収束している場合でも，応力場は要素数に影響される.特に，図8が

示すようにリンクル領域内で、の圧縮応力は要素数が多くなるほど解放

される傾向を示す.

図5

正規乱数を用いた場合であり，初期不整量の大きさがこれより大きい

場合(m4)には計算が収束しなかったり， 初期不整の形状が異る場合

(m5 :正弦波)~こはリンクル発生本数(変形モード)は異る結果となった

(2) CASE2 形状関数の違いによる検討

本ケースにおける回転軸の強制l回転角は，解析時間を考慮し0.286

度(他ケースの1/4)とした.図11に角平析終了時における変形の烏E韓国

を倍率3併音にして示す.図は1鄭享t= 500μmの解析結果で、ある.表7
に解析結果の一覧を示す.本解析では，MITC4およびM汀C9の節点

10 

表6および図9，図10に初期不整量の違いが解析結果に与える影響

を示す.同表および同図は膜厚t= 500μmの場合の解析結果を示す.
図より，リンクル発生本数(変形モード)が収束する要素数および解析

ステップ数を用いて解析をした場合には，初期不整量(正規乱数)の違

いが角平析結果に与える影響はほとんどないこ とが判断できる(ml-

m3).なお，これは初期不整量の大きさを膜厚の1/10- 1/100にした



表6 初期不整量による影響

初期不整量 リンクル本数 リンクル領域 最大リンクル高

iパターン] [本] [m] [wma:dt] 

rnl 5 0.170 3.17 

rn2 5 0.171 3.17 

rn3 5 0.170 3.17 

rn4. 

rn5嚇噂 3 0.184 2.07 

ワwJ切不iEili7';f大きい場合，命皐初JYJ不正誌の形状が正弦放の場合

5 

4 

rn1 -一一一
rn2 
rn3 

3 

主1-

2 

0 
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 

Radius 1m] 

図9 無次元商外変位分布
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図 10 無次元最小主応力分布

(a) M汀C4

(b) MITC9 

図II 変形図(tニ 500μm)

表7 CASE2の解析結果

要素 リンクル本数 リンクル領域 最大リンクル高

MITC4 

MITC9 

間一

5

5

[m] 

0.124 

0.120 

I加max/t] 

1.10 

1.11 

1.5 

1.2 

MITC4一一一一
MITC9一一一一

呈1、.

数を同じにしている.表より，リンクル発生本数，リンクル発生領域 0.6 

0.9 

および無次元最大リンクル高ともにMITC4とMITC9とで概ね同じ結

果となった.

図12に無次元面外変位分布を示す図の横軸は円形膜半径方向の

位置を示し，左端(0.05)は回転車泊と膜面の境界である.縦軸は同一円

周位置における面外刻立の絶対値の平均値を胸享で無次元化したもの

(リンクル振幅の平均値/膜厚)を示す.図より，無次元鉛直変位分布に

おいてもMITC4とMITC9とで解析結果に違いはほとんど見られな

い.図13にリンクル方向角の履歴を示す.横軸は無次元回転角(回転軸

の回転量)を示し，縦軸はリンクル方向角を示す本論文ではリンクル

方向角を最大主応力の方向で定義し，対象とした要素は回転軸に隣接

する要素である.図より，リンクル方向角の履歴はMITC9の方が

MITC4より若干小さめの結果となる.しかしながら，図11に示す通

り，この履歴経路の違いが分岐後の変形モードに与える影響はない.

尚，本解析における解析ステップ比はM1TC4およびMITC9ともに

Os = 10-3である.著者らの研究によると ，M1TC9では解析ステッ
プ比がん=10-3より大きいと異る変形モードとなる.このた

め，高次要素においてもMITC4の場合と同様に解析ステップ比は

ん =10-3以下で計算をするのが望ましい
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図12 無次元商外変位分布
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CASE3-B(同時戦術)

変形図(t= 100μm) 
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図 16
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3000 
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図18に無次元最大リンクル高の比較を示す図の縦軸は最大リン

クル高をI釘享で無次元化して示す.図より，無次元最大リンクル高は

CASE3-Bの方がCASE3-Aより大きい.これは，リンクル発生本数の

違いによる影響であるまた，膜厚が小さい程無次元最大リンクル高

は大きくなり，載荷経路による影響も大きくなる.膜厚が小さい程載

荷経路の及ti'す影響が大きいという傾向は，リンクル発生本数の場合

(図17)と一致しており(膜厚<500μm)，両者において強い相関関係

があることが判断できる.
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図14に無次元モーメント分布を示す.横軸は半径方向の位置を示し，

縦軸は無次元モーメン卜を示す.図よりMITC4の方がMITC9より若

干大きめの結果となった.また，図15は無次元最小主応力分布を示す.

図より，回転軸近傍の無次元最小主応力分布はMITC9の方がMITC4

よりもわずかに解放される結果となった著者は高次要素(MITC9)

の適用により膜面に作用する圧縮応力を十分に解放できるものと考え

ていたが，今回の角材?結果からは線形要素(MITC4)と比較して大きな

変化は見られなかったまた，図12と図15から，圧縮応力が作用して

いる領域(応力集中部)は回転軸(載荷点)から最大リンクル高の発生す

る位置までの領域と概ね一致しているのが判断できる.本ケースは分

岐直後の応力状態を示すが，著者らの研究12)によると，この傾向は他

の解析ゲース(分破後しばらく U~した時点での応力状態)でも同じ結

果を示す応力集中部は回転軸に近付く程円周方向の長さが固定され，

リンクル波が生じないような構造条件となっている.その結果，本来

リンクル波が発生することによって解放される圧縮応力は構造的な

制約により解放されず，膜面に蓄えらたものと推測している.膜は一

般に圧縮応力を負担しないものと定義されるが，この領域における実

際の応力状態については検討が必要と考える

(3) CASE3・載符経路依存性の検討

図16に解析終了時における変形の鳥版図を倍率10倍にして示

す図は膜厚t= 100μmの結果である図17は，リンクル発生本数
を示す図より，リンクル発生本数はCASE3-A(段階載荷)の方が

CASE3-B(同時載荷)よりも多いこれは，リンクル発生木剣溌生時

(分岐点)における膜面の応力状態(面内力)に大きく依存するためであ

る.リンクル発生時における膜面の張力は一株張力を導入後にねじり

力を加えたCASE3・Aの方が同時載荷のCASE3-Bよりも大きく， リン

クル発生本数は多くなる.また，リンクル発生本数は膜厚が小さい程

載荷経路の景簿をうける.これは，図17に示す通りリンクル発生本数

と膜厚(曲げ剛性)の関係が線形(直線)の関係でないためである.

図 15
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図20 ひずみエネルギーの比較

図19はリンクル発生領域を示す.図より，膜厚がt= 500μmより
大きい場合にはリンクル発生領域は載荷経路に大きく影響されるの

が判断できる.図20には，ひずみエネルギーの載荷経路依存性につい

て示す.図は解析終了時に円青=aJ英に蓄えられたひずみエネルギーを示

す.図より，ひずみエネルギーは膜厚がt= 500μmより大きくなると

戟荷経路による影響をうける.これより，最終状態における応力場は

膜厚が大きい程載荷経路の景簿を受け，結果としてリンクル領域に大

きな影響を及ぼす.なお，膜厚が小さい場合は，最終的に蓄えられる

ひずみエネルギーに載荷経路が及ぼす最先都立小さく ，応力場に与える

影響は小さい.

また，ひずみエネルギーは面内剛性による成分Upと曲げ剛性によ

る成分以bに分解されるこのうち，閥享による影響が大きいのは曲げ

剛性による成分Ubで、ある.したがって，図20においてI鄭享が大きい場

合に生じるひずみエネルギーの違いは，曲げ関IJ性による成分Ubに大き

く寄与しているのものと考えられる.

以上の結果より，リンクル発生本数(変す三モード)は1鄭享が小さい程，

載荷経路の影響をうける.しかし，載荷後に蓄えられるひずみエネル

ギーは膜厚が大きい程殺荷経路による影響をうけ，その結果膜面の応

力場に与える影響は大きくなる.

4. まとめ

円形張力膜に発生するリンクル現象を対象に有限要素法による幾

何学的非線形時特庁(疑似分岐座屈解析)を行なった.リンクル角平析に適

する要素特性および角科斤ステップ比について示し，リンクル現象を定

量的に評価した.さらに， リンクル現象の載荷経路依存性について明

らかにした本研究により得られた具体的な知見を以下にまとめる.

1 )リ ンクル解析に適する要素アスペクト比と解析ステップ比

変形モードに着目し，変形モードが収束する際の要素アスペ

クト比と解析ステップ比の上限値を検討した.その結果，要素

13 

青刻犬に関しては分割要素数にもよるが，円周方向の要素アスペ

クト比が20以下，半径方向の要素アスペクト比が50以下の時

に概ね変形モードは収束することが判ったしかし，変形モー

ドが収束する場合でも，応力場は要素数に影響されるまた，

本角材斤において初期不整量が』知享に対して I/IO~ 1/100程度の

大きさの正規乱数であれば，初期不整量の違いによる影響はみ

られなかった.

2)青刻犬関数がリンクル解析に与える影響

4節点MITCシェル要素と銀行点MJTCシェル要素を用いて解

析を行なった.その結果，形状関数の次数の違いがリンクル解

析に与える影響は顕著にみられなかったまた，本角平析結果で

は回転軸近傍において圧縮応力が作用することが確認された

なお，この結果は要素の青刻苅羽数に依存しない.この膜面に生じ

る圧縮応力は回転軸(載荷点)から最大リンクル高の発生位置の

問で発生しており，これが数f直言十多事による影響なのか実際の応

力状態であるのかは検討する必要があり，今後の課題である

3)載荷経路がリンクル現象に与える影響

載荷経路がリンクル発生本数(変形モード)に与える影響は膜

厚が小さい程大きくなり，載荷後の膜函の応力状態に与える影

響は膜厚が大きい程大きくなる
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For quantitative evaluation on wrinkling phenomena of membrane structures， a geometrically nonlinear analysis is carried out. 

Using mixed interpolation tensorial components (MITC) shell elements， the wrinkling phenomena ofa circular membrane with 

a rotation hub are analyzed. The effects of mesh aspect ratio， step ratio of numerical analysis and shape function of MITC shell 
elements on wrinkling analysis are discussed， and dependency of wrinkling phenomena on loading histories is clarified 
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