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梗概

現在、 一般に膜構造物の解析は有限要素法を用いて行われる。しかし、メッシュ切りの煩雑さ、設計の各段階における要

素の再分割など、問題となる点も多し、。また、補強ケープ、ノレが膜面上を滑ることによる勾配不連続面の移動も、解析を困

難にする原因の一つである。著者らはこれらの問題を解決するために、要素を必要としないメッシュレス法を用いた膜構

造物の解析手法を提案した。最初に、代表的なメッシュレス法であるエレメントフリーガラーキン法を拡張して、 膜構造

の幾何学的非線形解析の定式化を行い、更に ALEi:去を適用することで、ケーブルの滑りを表すことを可能とした。本文

では、手法の概要について述べた後、ケープソレの岡IJ性、滑りを考慮した膜構造物の解析結果を示す。

1. 緒言

近年、膜材料の限発に伴い、大規模で恒久的な建造物の一部とし

て膜構造が用いられる機会が増えている。空間構造物である目樹高造

は、しばしば意匠を凝らした設計がなされ、そのしなやかな形態を

実現するために一般の構造物とは大きく異なる設計技術を要する。

初期張力による釣合形状の決定、風や雪などの荷重により生じる変

形、応力分布の解析、平面に展開する際の裁断線の決定など、数値

解析が必要となる場面が多し、。

従来はこれらの解析を有限要素法(Finite Element Method以下、

FEM)を用いて行ってきた。しかし、膜構造のような柔な構造の有

限要素メッシュは、変形後に大きくゆがんでいることが多くへそ

のまま次の解析のモデ、ルとして用いることができない場合もある。

そのような場合はメッシュの再分割を行うことでゆがみを経滅する

ことになり、手間がかかり解析が困難になる。さらに、実際には滑

らかな曲面となる膜面を有限要素メッシュで表現することは、要素

境界において曲面の曲率が不連続になることを意味しており、特に

任意曲面に対してよく用いられる三角形メッシュの場合は、その不

連続性が顕著となる。

一方、著者らは前報 2)において、裁断線としての測地線をメッシ

ユレス法により探索する手法を提案した。メッシュレス法とは要素

分審IJを必要としない解析手法であり、解析対象に節点を配置するだ

けで解析が可能となり、従来の有限要素解析において計算以上に労

力を要したモデル作成の手間が軽減される。また、代表的なメッシ

ュレス法では場の近似に移動最小自乗法が用いられており 3問、その

結果、変位法(構造解析の場合)に基づく有限要素法では不連続で

あった変位勾配が、連続に得られることが報告されている九また、
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要素が存在しないため、変形による節点配置のゆがみが解の精度に

与える影響が少ないことも示されている九

本研究では膜構造の形状解析に、代表的なメッシュレス法である

Element Free Galerkin法 3)刈(以下、 EFGM)を適用する。EFGMは板

/シェノレ 6)、3次元問題 7)などを対象とした解析により、その有効性

が示されている。 EFGMを膜構造に適用することで要素の再分割を

する必要がなく、 一連の設計解析を同ーのモデ.ルを用いてシームレ

スに行えるようになることが期待できる。

膜構造の EFGMによる解析には、本研究と同様に埋め込み座標を

用いて定式化を行った宮村らの研究町や、Kimらの膜面にしわの生

じる条件を考慮した研究町などに先例があるが、本研究では補強の

ためのケープ〉レと膜面との滑りを考慮した解析を行う。なお、本研

究の範閣では摩擦は考慮しないものとする。補強ケープ〉レを含む構

造の解析を行う場合、膜を構成する要素の他に、ケーブルの剛性も

考慮する必要がある。さらに、実際の膜構造の補強ケーブルは膜面

に固定されていないことが多く、膜面の変形とともにケーブルが面

上を滑ることになる。このよ うな解析は、 FEMでは内部での折れ曲

がりを許容する要素を開発し行われた例 10)があるが、メッシュレス

法においては初めてのものである。

著者らは文献 日)において、ケープ、/レの滑りを表すことを可能に

するため、 ArbitraryLagrangian-Eulerian (ALE)法 12)を用いた EFGM

の定式化を行った。ALE法に基づく定式化を適用することで、ケー

プ‘ルの移動を滑りによるものと、膜面とともに変形するものとに分

割する事が出来る。 ALE法は FEMにおける大きな変形による要素

のゆがみ、移動境界による要素再分害IJなどの問題を避けるために用

いられ、 構造.流体連成解析などに適用されることが多く、 EFGMな
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どのメッシユレス法にALE法を適用する研究は、 Bel戸schkoらのク 中I(X)を用いて有限要素法と同様に、以下のように表される。

ラック進展の研究 IJ)を除いてほとんど例がない。

本研究の目的は、提案したメッシュレス解析手法を、補強ケーブ

ルとその滑りを考慮した膜構造の幾何学的非線形解析に適用し、解

析を通じて膜構造の設計における本手法の有用性、ならびに問題点

について検討を行うことにある。

本論文の構成は、次~でまず EFGM を特徴付ける近似手法である

移動最小自乗法について述べ、次に ALE法による EFGMの定式化

の概要を示す。基本的な解析により手法の妥当性を示した後、ケー

プ/レ補強膜の解析に適用し、最後に結論を述べる。

2. 移動最小自乗法3)

FEMでは任意の位般における変位はその点が含まれる要素を情

成する節点から内掃されるのに対して、 EFGMでは移動最小自乗法

( Moving Least Squares Approximation以下、 MLSA)を用いて場の近

似を行う。有限要素メッシュを用いて朕曲面を表すと、要素境界で

勾配が不連続になるのに対して、 MLSAを用いることでその微分ま

で連続ななめらかな形状が得られる。

MLSAは、通常'の最小自乗法に重みを付加したものであり、EFGM

をはじめとする多くのメッシュレス法で近似手法として用いられて

いる。節点の位置を X1( I=I-N、Nは総節点数)、節点における雌倣

化された値を u1、評価点における近似関数を uh(X)とすれば、次式の

Jの値が最小となるように変位揚が決定される。

J = LW(rl)(Uh(XI)ーul)'，rl =IX-XII 

ここでw(r)は評価点と各節点との距離 rに関する箆み関数であり、

影響半径 pの外では、 w(r)=Oとなる。 MLSAに使用する重み関数

はいくつか提案されているが、本研究では、場およびその微分誌が

連続になるように定められた 町次の四次スプライン関数で表される

重み関数を用いた。
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次に、近似関数uh(X)が式 (3)のように表せるものとする。

U h (x) = a T (x)p(x) (3) 

u
h 
(x) =工中I(X)U1 (5) 

MLSAによる近似の概念を図 lに示す。図に示すように得られる

近似関数と、節点における離散値とは一致しない。このため、例え

ばMLSAを偏微分方程式の解法に用いた場合、その境界条件処理の

際は節点における値ではなく、 penalty法などを用いて近似関数の値

を拘束する必要がある。

よeightfunction 

-p 

x 

Fig.1 Approximation by MLSA 
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3. ケーブル補強風のメッシュレス解析手法 11)

3.1 ALE;去による EFGMの幾何学的非線形解析定式化

本章では、 potentialenergy最小の原理より、幾何学的非線形性を

考慮した速度形の平衡方程式を ALE定式化 12)を用いて求め、 EFGM

による解析の準備を行う。なお、詳細は文献に該るものとして、こ

こでは概略を述べる。

ALE法の概念図を図2に示す。 ALE法では全体の変位uを、初期

配置における物質点の移動にあたる Euler変位Eと、初期配位から

現配置への節点の移動量にあたる Lagrange変位。とに分けて2;'える。

本研究では、時刻0における配置から、一'iiだけ物質点が移動した

配恒を「物質配置j と呼び、節点が'G動いた配置を f空間配置Jと

呼ぶものとする。図2に示すように、一つの配置をつなぐものと し

て「参照配位Jを導入し、物質配置、空間配置を、 参照配置の写像

として表す叫16)0

uh(X)を多項式で近似する場合、基底ベクトル p(X)は適当に選ぶこ まず、potentialenergyを参照配置で表す。ここでは簡単のために

とが出来るが、本研究では次式に示す線形基底を用いた。 表面力、際機力は然視するものとして、penalty数 αによる境界条

件を付与する。物質配置、参照、配置の解析領域をそれぞれ d'V，dゾ

pT(x)={I， x， y} (4) 

また、 a(x)は基底ベク トルの各項に対応する係数を並べたベク トノレ

である。式 (1)から a(x)が決定され、最終的に uh(X)は形状関数

Lル fl手Idvr= f 'Jdv (6) 

より、

η
L
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Fig.2 Concept of ALE formulation' 

.時刻Oの配置は大文字のXで表されている。%だ屑の tは時刻を表してい

るわけではなく、 'x(物質点)の時刻oにおける配置であり、節点配置のOx
と区別している。以下において'V、，]も同様である。

'nzjj'S:'山'-J仙 'ii).'山 "

→αit('a-古川十i/日川
(7) 

となる。ここで、 7は参照配置から物質配置への体積変化率であり、

下線の付いた変位ιEは、それぞれ境界rL>rEで規定されたLagrange
変位、 Euler変位を表す。'Sは物質配置を基準配置とした時刻tにお

ける secondPiola-Kirchhoff応力テンソルであり、 'Eは同様に Green-

Lagrangeひずみテンソルで・ある。 'bは初期配置に付加される体積力

を表している。'Sと'Eの聞に Hookeの法員Ijが成立する弾性材料の場

合、上式の変分をとり、 on=oとして仮想仕事の原理に相当する次
式を得る。なお、物質配置において参照する物質点の位置は、 Euler

変位により時々刻々と変化するため、 'Jの変分も考慮する必要があ

る。

i{'S:8'E'J十'叫が
-J.Gル δ百).'b'J + (' u + 'ii).' b8Jdv' 
+αiι品 ('a-'必df'1.+αiE5E('E-BdFR=0 

(8) 

上式を時刻 t'= t+d.tで増分分解する。以降の式では左上添字のない

変数は泊分を表している。

f{cs+ s):(δE/. +δEN/)('J +J) 

十日):('山川叫)}dv' 
-J.，(δ品+δii)."b('J +J)+ (" u + "u').'附J/+δJNI.)dv'

+αLδu .("u -'皇)df'I.+αtδii.(I'ii-I'!Ddf'/i =0 

(9) 

ただし、

δl+aJ E=δE=δEι+δENI. (10) 

8'叫 J=δJ=δJI.+δJ，V{ 、‘，Jl
 
l
 
(
 

を用いた。式ο0)、(11)において右下添字のLはそれぞれuに関して

線形の項、 NLは uに関して 2次以上の項の変分を表している。ま

た、 'J= det ' F (' Fは参照配置から物質配置への変形勾配テンソ

ノレ)より、

'J=E，JK'汽l'fj2I凡3 (12) 

ただし、

ー θtx 1+61品 δ'x dii 
目ー ー ー

δx' . ax' ax' 
(13) 

である。

王町9)を変形し、線形化により変位に関する 2次以上の項を無視す

ることで、実際に解くべき式が得られる。

3.2 膜構造への適用

次に、膜構造における定式化について述べる。膜構造は十分に薄

い曲面から構成され、曲げ剛性は無視できるほど、小さく、面外方向

のひずみ、応力は省略できる。また、面内は平面応力状態を仮定す

る。ここでは、曲面構造の定式化を容易にするため、埋め込み座標

を用いる。H長・構造は一変数で表される曲面から成るため、参照配置

は一次元の自然座標系とする。

図3にケープ、/レ補強膜構造の断面形状を図示する。はじめに、 (a)

の点線位置に張られていた補強ケープ、ルが、膜面の変形につれて滑

りつつ、 (b)まで変形したものとする。このとき、膜面とケーブルと

の滑り盆を Euler変位、実際のケープ.ルの移動量を Lagrange変位と

することで、 ALE法に基づくモデル化を行う。なお、本研究では簡

単のため、ケープ、ルと膜函との聞に生じる摩擦は考慮しない。

空間配置における共変基底ベクトルを'g，、物質配置における共変

基底ベクトノレを 'G，とする。それぞれ'a，Eを用いて次式のように
書ける。

， θ'x θ(Ox+ 'u) nδ'u 
g， =一一=一一一一一ー=-g， +一一axn ax" ~・ axn

'''''δ'Xθ(OX_'ii) 0，... δ'百
一 一一 一一'-" I - axri - dxri -'-" i -dxr7 

(14) 

(15) 

ただし、埋め込み座擦を用いている場合はOx=OXより、 Og，=OG，で

ある。ここで式 (5)と同様に、それぞれの変位を MLSAから得られ

た形状関数を用いて各節点に離散化する。

(a) 

• : material point 
0 ・nodes
@:cable 

Eulerian displacement 

調 Lagrangiandisplacement 

(b) 

Fig.3 Concept ofcable sliding by ALE method 
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4. 数値解析

4.1 膜面の滑りの検短

本例題では、提案する手法による曲面とケーブルとの滑りのモデ

リングの妥当性について検討する。図4に示すような形状に張られ

た膜構造の滑り解析を実施する。節点数は 81、ヤング率は膜厚をh

として Eh=1.0x 104Pa、ポアソン比は 0 とした。朕面には

σ"σyy= 1 OOOPaの初期張力を与え、頂点に当たる 9つの節点に x方

向に0.1のLagrange変位を強制変位として与える。 この時、頂点、で

物質点の移動、 すなわち滑りが生じるように Euler変位については

拘束しない。

解析結果を図 5に示す。破線が初期形状を、実線が変形形状を表

している。黒丸のプロットは、変形後に自丸の位鐙にある物質点、が、

変形前にあった位置を表している。求められた物質点は初期形状に

乗っており、膜函に沿った物質点の滑りが得られていることが分か

る。また、強制変位の移動量と、頂点の節点における膜面の滑り量

との関係を図6に示す。図で理論解は、変形前後の膜の左端から頂

点までの距雌の差を幾何学的に求めたものを示している。解析結果

は初期形状における物質点の位置と頂点の位鐙から求めているため、

(22) 変形に伴う膜商の伸びが考慮されず理論解とは完全には一致しない。

膜の長さに対して 5%程度と変形が小さい問は、比較的良好な結果

'U(X"，X'2)=仇(x"，X'2)'U， 
'U(xぺxぺ)=ゆI(Xrl ，X，2)，U， 

(16) 

( 17) 

式 (14)，(15)における変位の微分は、 形状関数の微分から得ること

が出来る。なお、幾何形状は、関数と して定義されること もあれば、

変位と同様に離散値から MLSAにより近似することも出来る。本研

究では、節点位置を離散値として MLSAにより近似している。

物質配置を基準と した空間配置におけるGreen-Lagrangeひずみを、

蕊底ベクトノレを用いて表すと次式のようになる。

'E=j('g，'ZJ一'G，'GJ)仰 ピ (18) 

ここでど'は参照配置における反変基底ベク ト/レを表す。時刻tから

1+1'.1の聞のひずみ精分は、

E= '+̂'E-'E 
= ~(('九 叫g; 一 ' z， ' EJ )

ー ( t+ ålGj • I叫 G
j一'Gi，'G;)}ピ③g';

(19) 

ここで各変位士自分を用いて、

仲山 G，='G，ー仇，iif

'tdlg， = 'g， +4>t.，u1 

(20) 

(21) 

より、

Eす[('gi'O，.A + 'gj仇，u，+仇，Ut川 )
一(-'G，.o，月 'Gj'<TI"U1吋，，，u，.oJ.juJ )Jg"⑧gQ 

となる。ただし、 札は形状関数のfによる偏微分を表す。

さて、本研究で用いたモデルで、は、Euler変位はケーブルの滑りを

表しているため、膜面内の変形しか生じなし、。したがって3次元解

析においては何らかの拘束が必要となるが、変形する膜面に伴い条

件を変化させることは非常'に困難である。そこで、Euler変位を参照

配位での2自由度のみを持つ変位百として扱うことで、面外変位の

拘束を実現する。それを、次式を用いて物質配置に写像する事で、

実空間での Euler変位uを得ることができる。

EI=lij=li;jilli;)=HJ (23) 

また、補強ケープ‘ノレの剛性を考える筋合、幅を持たない膜として

扱い、参照配置には l次元の自然座標系を用いることで、これまで

と問機の手順で処理できる。注意すべき点は、Euler変位は軸方向の

みに生じることであり、 実空間の Euler変位に変換するためには、

式 (23)の代わりに、次式を用いる。
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以上のような関係を用いて、解くべき方程式を節点に離散化し7

トリクス表記することで、NeWlon-Raphson法などの反復解法を用い

て解析を行う ことが出来る。

が得られている。それ以上の変形では最大で約 30%の差が生じてい

るが、これは大変形状態における幾何学的非線形性の影響によるも

のと考えられる。

Fig.4 Analysis model of one-dimensional slip 
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Fig.6 Slip displacement 

4.2 ケーブル補強陵情造 (ケーブルを剛体とした場合)

本例題では、正方形の境界内に張られた膜構造町lこ補強ケープル

を想定した境界条件を燥し、圧力を負荷した状態で滑りを生じる解

析を行う。次式で表される初期形状の朕面に、 x=Oに沿って補強ケ

ープルが張られており、ケーブルは変形、移動しないものとする (ケ

ープノレ位置のLagrange変位。を拘束する)。

fx) r 0.5x" 1 
x = ~ y ~ = ~ 0.5X，2 ~ 

I z I I 0.1{(X")2 _1}{(XT2)2ー }I
(25) 

節点は等間隔に Ilxll点配信し、影響半径の大きさは 1.5c(c: :最小

節点間隔)とする。ヤング率はvEh=6.0x 106N/m、ポアソン比は0.267

とした。また領主主積分は、図7に示すパックグラウンドセル毎に、

2x2のガウス積分を行った。

初期形状のかOの側に 5.0xlOsPaの分布荷重を z方向に与える。

膜面がケーブルと国務している場合 (u:fix)と滑りを許す場合

(u :free)とで、変形の綴下を比較する。解析条件を図 8に示す。な

お、滑りはケーブル位置のみで生じるため、それ以外の節点での

Euler変位は0とした。

図9に変形形状を、図 10にy=0に沿った断面形状を示す。滑り

が生じない場合、 x<Oの側は変形せず、初期形状を保っている。膜

面に滑りが生じることで、。。の側の膜面はより大きく膨らみ、荷

重が付加されていない側は引っ張られて直線状に変形している。ケ

ーブノレを表す節点の位訟はそれぞれの解析で一致しており 、膜面

(物質点)のみの移動、すなわち滑りが表現できていることがわかる。
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Fig.7 Nodal distribution 
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4.3 ケーブル補強膜構造 (ケーブルが剛性を有する場合)

本例題では、実際の構造に近い解析としてケーブルも剛性を有し、

変形するものと して扱う。また、ケープ、ルの軸方向の鴻りも考慮す

る。

図 日に示す構造に、 ケーブノレの両端に強制j変位を与えつつ、際面

に張力を与える解析を行った。節点は膜面に 153点、ケープノレに 17

点配位した。物性{直は、膜函のヤング率 Eh=6.0x1 06Pa、ポアソン比

v=0.267、ケーブルのヤング率Ecは断面積をAとして、EcA=6.0x1 07Pa 

と6.0x108Paの2種類を用いた。張力は膜にσ悶=1.0x106Pa、ケーブル

lこσ開=1.0x102Pa を与えた。領域お~分には、 前例題と問機にパックグ

ラウンドセルを用いた。

EcA=6.0x 1 07Paの場合の変形形状を図 12に示し、 2種類のケーブ

ノレでの変形の違いを図 13に示す。ケーブルのヤング率が小さいほど

変形は大きくなっており、定性的に妥当な結果が符られている。
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Meshless Analyses for Design of Cable-reinforced Membrane Structure 

Tetsuya Kawashima"， Hirohisa Noguchi2， Kazuo Yokohori・3

SYNOPSIS 

In the analysis of cable-reinforced membrane structure， there are several complicated problems， such as the fold of membrane by cable， sliding of cable on 

membrane surface and so on. As finite element method (FEM) can hardly to analyze these problems， authors have applied the element仕eeGalerkin 

method (EFGM)， the meshless method presented by T. Belytschko et. al. in 1994， to analyze membrane s廿ucturewith cable reinforcement. To model the 

sliding cable on membrane， the arbitrary Lagrangian-Eulerian (ALE) method is adopted. By using ALE formulation， deformation ofmembrane and sliding 

between cable and membrane can be represented as different displacement components. Additionally， convected coordinate system is utilized for 

geometrically non-linear analysis. In this paper， the proposed meshless method is applied to several numerical analyses of membrane 5廿uctureswith 

sliding cable 
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