
1次固有振動数を剛性の指標とした

膜構造物の初期応力・形状設計法

藤原淳ぺ大崎純ペ北折智規事l

梗概

定ひずみ三角形有限要素を用いて離散化された骨組支持朕構造物に対し，剛性の指標として膜面の 1次固有値(固有円掻動

数の 2乗)に着目しこれを指定することによる剛性指定型の応力・形状最適化手法を提案する。形状指定条件下においては

応力の非線形関数となる膜面の 1次固有値を 1次近似により表し，逐次計算を繰り返すことによりこれを指定値へと収束

させる。また，形状に関する感度解析においては 2次微分項を無視しプログラムの簡略化を図る。例題においては，HP形

状を持つ骨組膜構造物に対し本手法を適用することにより ，本手法による固有値制約の精度および形状感度解析における近

似の精度を例証する。

1.序

一般的な朕構造物の設計では，境界形状および内部応力比分布を与

条件として釣合い形状を求める，原型幽面解析と呼ばれる形状解析か

ら始まる。釣合い形状の決定後，応力レベルを与え応答解析を行ない，

幽面の応答特性が確宮、される。以上の設計法では，曲面形状が許容さ

れない場合には応力比分布を，また応答特性が許容されない場合には

応力レベルをそれぞれ変更して解析を再実行する必要があるが，どち

らの場合も変更の具体的な指針は存在せず，勘と経験に基づく試行錯

誤に頼らざるを得ない。

坪田・吉田 [lJは，仮定した裁断図形状に対して非線形釣合い形状解

析により釣合い形状を求め，得られた応力分布が望ましくないときに

は，裁断図形状を変更し，繰り返し形状解析を行なって最適な裁断図

形状を求める手法を提案した。一方，大崎ら [2，3Jは，指定された釣合

い形状のもとで釣合条件および釣合い曲面が平面裁断図より形成され

る条件(可展条件)を満足し，なおかつ目標とする応力分布をでき得る

限り実現する応力分布を決定する逆問題型設計法と，応力分布の形状

感度解析を行ない段通化アルゴリズムを用いて更に良好な応力分布を

実現する形状の探索を繰り返す，二段階最適化手法を提案した。しか

し，以上の設計法では釣合い幽面の応答特性が考慮されていない。

膜構造物は，外力作用時に面外に大きく変形するので，幾何学的非

線形性を考慮した応答評価が必要である。従って，外力に対する応答量

は，釣合い形状のみならず面内応力分布にも依存する。目標応力分布

を指定する設計法では，目標応力分布が指定されると釣合い形状およ

び内部応力分布はほぼ一意に決定されるため，目標応力の決定後は剛
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性改善の自由度は残されない。外力作用による曲面の変形および応力

分布の変化が大きいなど，応答特性が許容できない場合は，目標応力

分布の変更が必要であるが，変更に関する指針が明らかではなく，非

効率的な繰り返しが必要とされる。

Uetani et al. [4J は，指定された釣合い形状をできるだけ満足する

応力比の決定後，静的な指定外カに対する最大変位が許容値以下とな

るような応力レベルを決定する手法を提案した。しかし，この手法で

は膜面の可展条件が考慮されておらず，決定された応力分布および応

答特性が実現される保証はない。一方，大崎・山川 [5Jは逆問題型設計

法[2，3Jを拡張し，コンブライアンス (静的外力作用時の外力仕事)を

剛性の指標として，静的な指定外力に対するコンブライアンスを最小

とする釣合い形状および応力分布を実現する手法を提案するとともに，

股の面内剛性を有効に活用できる形状が最適であることを示した。し

かし，この手法では最適設計解は指定外力に依存し，指定外力以外の

外力作用時の応答特性が保証されないという問題点がある。

本論では，逆問題型設計法 [2，3Jを拡張し，指定された釣合い形状

のもとでの釣合条件，可展条件および動的剛性を代表する指標である

固有値(固有円振動数の 2采)に関する制約のもとで，釣合い状態での

最適な応力分布および形状を実現するための裁断図設計手法を提案す

る。l次固有値を指定することにより，鯵的剛性の下界を保証するこ

とができるものと考える。本手法はまず第l段階で，形状を既知とす

る条件下では応力に関して非線形関数となる固有値指定制約を， 1次

近似を用いて導入し，逐次計算を行ない固有値指定制約を満足する応

力分布を決定する。そして第 2段階では，形状に関する感度に基づき
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最適化アルゴリズムを用いて形状を変更し，第 I段階での目的関数値

の改醤を行なう。また，形状に関する感度解析では計算コストの高い

2次微分項を無視した近似感度解析を行ないプログラムの簡略化を図

る。 例題では， HP形状を持つ骨組膜構造物に対し本手法を適用し，本

手法によ り固有値制約を十分な精度で満足する釣合い状態を実現する

裁断図設計が行なわれることを示す。また，感度解析を差分法により

行なった場合と解を比較することにより，本論で提案する近似感度解

析の精度を示す。

2.釣合条件式と可展条件式の導出

本節では，初期形状で満たされるべき釣合条件と ，初期応力を除去

して平面裁断肢が形成されるための可展条件を導く 。釣合条件には通

常の三角形有限要素法の定式化を用い，可展条件は，材料非線形性と

偏差角を考慮した定式化に従うものとする。以上は，文献 [2，3Jで示さ

れているものと同じであるが，論文の完結性と後で用いる記号の定義

のため，以下に記述を行なう。

2.1釣合条件式

三角形有限要素の節点zの局所座標 (XC，yC)方向の変位を 'Ui，l1iとし，

節点 j，kについても同様に下添字j，kを用いて表わす。このとき，要

素の変位ベクト Jレuをu= {u; V. Uj Vj uk vk}Tのよ うに定義する。

姿素内一様ひずみ有限要素の局所座標でのひずみベクトル♂={f~ 弓

-Y;y}Tと変位ベクト Jレuの関係は，節点 i，j，kの全体座標から求めら

れる定行列 Cより以下のように表される。

ど=Cu

ここで，全体座標系を (X，y，z)とし，節点i，j，kでの値を下添字 i，j，k 

で表わすと， Cは要素面積Sを用いて次式で与えられる。

. (Yi-Yk 0 Yk-Y. 0 yj-Yj 0 ¥ 

= n'r.1 0 Xk-Xj 0 X.-Xk 0 Xj-Xj I (2) 25' I -- -J .• - J'  I 

\~-~ ~-~ ~-~ ~-~ ~-~ ~-~J 

要素の局所座標に関する応力ベクトルを σe= {U; <1; 7;ν}Tとし，

等価節点カベクト Jレを f= {fxiんi!xj!，目 f叫んた}Tとすると， σC

とfの関係は，膜材料の厚さを tとして以下のよ うに表される。

f = t5'CT 
(Te 

(3)を全体座標に変換し，膜面全体にわたって重ね合わせることに

より，全体の応力ベク トルσに関する釣合式は，以下のように表わさ

~1. る 。

Bσ =b 

ここで，bは外力ベクトルであり，自己釣り合い状態では b=Oである。

2.2 可展条件式

釣合い曲面が平面裁断膜から形成されるためには，釣合い状態から

初期張力を除去した後に，1つの節点に隣接する3要素の対応する節点

での内角の和が 2π とならなければならない。さらに，隣接要素間で

共有される辺の長さは，応力除去後にも等しくなければならない。上

記2つの条例ニをここでは可展条件という。ここで，裁断線上で隣接す

る袈紫聞では，角度と辺長の適合は要求されず，裁断線全体の長さが

等しければ十分であるものとする。
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図 1:局所座標とそれに対応する節点変位
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図 2:辺長および角度変化最の定義

節点 τを要素節点とする姿素の集合を A，要素 αの節点 zでの釣合い

状態の角度を 9fとすると ，節点 zでの角度の適合条件式は，張力の除

去による変化震を d()として以下のようになる。

2二9f+乞d9f= 2π (5) 
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また，裁断線上以外の辺ijの両似Ijの要素を α，bとし，それぞれの要素

の辺りの釣合い状態での長さを Lむ，Lむで表わすと，辺ijの辺長適合

条件式は以下のようになる。

dLむ+ðL~j = 0 (6) 

さらに， 1つの裁断線の両側の要素ーの集合を A，Bとすると，裁断線の

適合条件式は以下のように表される。

2二dLむ-LðL~j = 0 
aEA bEB 

(7) 

(3) これらの適合条件を，以下のようにして応力の線形式で表わす。

(4) 

図 1に示すように，節点$を局所座標の原点とし，辺行方向に Xe

軸を定めると ，要素の変形を表現するために必要な独立な節点変位は

節点jの xe方向変位 Ujおよび節点 kのがJyC方向の変位 Uk，Vkの

3個となる。以上に基づき， 3自由度の変位ベクトJレを Us= {Uj uk 

vk}Tのように定義し，これにともないがと u.を関係づける行列 C.

も(2)のCから対応する列を取り出して定義する。

要素の節点i，j，kでの角度を 9.，Oj， 9ko辺η，jk，kiの辺長を L小 Ljk，Lki 

とする。要素の剛体変位は大きいが，要繁内の変形は微小であるもの

とすると， dL.j<< Lり等が成り立ち，辺長変化量 dLe = {dLij dLjk 

dLk;}Tと変位ベクトJレ叫の関係は以下のようになる。

dLe = Geus (8) 
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3.有限要素法に基づく固有値解析

本節では，動的剛性の指標とする膜面の l次回有値を，定ひずみ三

角形有限要素を用いた有限要素法に基づき定式化する。膜材料のよう

な薄く軽量な物体の振動を考える場合には，周辺空気による付加質量

効果の考慮が提案されているが [6]，ここではこの付加質量効果は考慮

しない。また，膜面の剛性行列は幾何学的非線形効果を考慮、に入れて

決定される。

通常の定ひずみ三角形有限要素を用い，有限要素の函外変形も考慮

した 9自由度の節点変位ベクトルに関する質量行列 M eは朕材料の密

度を pとして次式で定義される。

また，微小変形の仮定より sinoOi= M};となるので，節点 kの辺

ki に対する垂直方向変位を ÓL~i とすると ， OOi = OLXi/ Lkiが成り

立つ。他の節点に対しても同様にして，角度変化量 oee = {OOi OOj 

olh}Tと変位ベクトル Usの関係は以下のようになる。

(22) 

剛性行列についても ，質量行列と同様に要素の面外変形を考慮した

9自由度の節点変位ベクトルに関する定式化を行なう。

9自由度の節点変位ベクト ルに対して拡張した，微小変形理論によ

るひずみ一変位関係行列Clおよび応力ーひずみ関係行列 (13)，座標変換

行列 (14)を用いると有限要素の線形剛性行列Klは以下のように得ら

れる。
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~ sin Oi cos Oi 、
一 一一 一‘I Lki Lki ¥ 
I sin 0令 sinO句 cosO， I 

Heー |一一ーニ ー-- 一一一ι | 
一I Ljk Ljk Ljk I 

¥ sin Oj sin Oi sin Oj cos Oi COS Oj J 

¥ Ljk Lki Ljk Lki Ljk / 

文献3に従い， 材料非線形性を考慮した定式化を行ない，材料の主

方向(繊維方向)座標での応力ベクトル σP= {σ~ ae Tfy}Tと主方向座

標でのひずみベクトル♂ ={E~ Ee i'fyYの関係式を以下のように記

述する。
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oee = Heus 

M e = pSt -
12 

(23) 

また，変形前の形状を基準とするラグランジュ型の定義を用いると，

面内応力分布にともなう幾何剛性行列K'bは次式で定義される。

Kl =tSCTRTDRCl 

σP=D♂ -c 

( Ex E包ν旬 む¥

D=γ寸土2"I ExVxy Ey 0 I 

• T

V

町
¥ 0 0 G(l -i'V;y) } 

ここで，G， vxyはそれぞれせん断弾性係数およびポアソン比であり ，応

力レベルに関係なく 一定の値とする。Ex，Eyおよび定ベクトル c= {cx 

cy O}Tは，膜材料の応力ーひずみ関係を現在の応力の平均値で接線近

似した際の接線剛性および応力の切片であり，ここではEx，Ey，ら

およびらは全要素に同一の値を用いることとする。また， i' = Ex/Ey 

である。

また，有限要素ごとの局所座標と主方向座標の偏差各グを，文献3

と同様に釣合い形状より近似的に求める。局所系座標のひずみから主

方向系座標のひずみへの変換行列 Rは，偏差角がを用いて以下のよ

うに求められる。

(12) 

(13) 

(24) Kち=tSCISOCd(14) 

cos tte sin tte ¥ 

costte sinゆ，e I 

cos2グ -sin
2
グ/

sin2φe 

cos2 tte 

2 cos tte sin tte 

( cos2φe 

R = I sin2 tte 

¥ -2cosゆesinグ
(25) 

(26) 

Cd=jICdz C6 Cdkl 

Yj -Yk 

Xk -Xj 

o Yj -Yk 

o Xk -Xj 

o 0 Yj -Yk 

o 0 Xk - Xj 

従って， σeとσPの関係式および，どと♂の関係式は座標変換行列

Rを用いて以下のように得られる。
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(15) σP = [R-1JTσe 

(16) eP = Rど

(1)および (12)，(15) ， (16)より，σeとUsの関係は

(27) 

Yk -Yi 

Xi - Xk 

o Yk - Yi 

o Xi - Xk 
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(17) 

のようになり， (17)を(8)，(10)に代入て，張力導入にともなう変化量

を，次のよ うに応力の線形式で表現できる。

Us = C;lR-1D一1([R-1JTポ +c)

Cdj = 

(18) oLe =CeC;lR-1D-1([R-1]Tσe + c) 

(28) 

仇 - Yj 

Xj - Xi 

o Yi -Yj 

o Xj -Xi 

o 0 Yi -Yj 

o 0 Xj - Xi 

n
u
n
U
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n

u

。
。

Cdk = 

(19) 

以上より ，(18)， (19)を(5)-(7)に用いて重ね合わせると ，辺長 ・裁断

線適合条件式および角度適合条件式は以下のように全体系の応力ベク

トルσの線形式で表現できる。

oee = Hec-;l R-1 D-l([R-1JT (]'e十 c)

(20) 

円-
1
よ

(21) 

Gσ =g  

Hσ =h  



4.1形状・固有値指定応力一様化問題

指定された釣合い形状および l次固有値の下で，釣合条件および可

展条件を満足し，でき得る限り 一様に近い応力分布を決定する問題を

考える。

従って xe • ゾ方向応力に関してはど，ド方向応力の平均値8 を，

せん断応力に関しては 0を目標値とする。また，aおよび Oを対応す

る成分に持つベクトル 伊を定義する。

釣合い形状が指定された膜面に対し，。 からの偏差量の 2乗ノルム

が最ノj、となる応力ベクトル σを決定する。釣合条件 (4)および可展条

件 (20)，(21)はともに応力ベクトルの線形方程式で、あるので，これら

をまとめて Aσ =aと表す。指定 1次固有値を Oとすると，形状回

o 0 

o 0 

o 0 

o 0 

σe T:: x .Xν 

T;νσ; 
ここで • Cdは節点変{立と変位勾配を関係づける行列である。

線形剛性行列K1，幾何剛性行列Kaを重ね合わせ，岡1)性行列 Ke

を以下のように得る。

(29) 
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(30) 

要素ごとの質量行列M e，剛性行列 Keを系金体に重ね合わせた行列

をそれぞれ M .K とする。自由振動の運動方程式より ，次式を得る。

K" =K1+K'e 

有値指定応力一様化問題は以下のように定式化される。

(32) 

(33) 

(34) 

P(σ)=i(σ-a内 -a) 

Aσ =α 

。=。

町llnlmlZe

subject to 

(31) 

ここで，Om， <Tmはそれぞれ m 次の固有値および関有モードである。

以下では簡単のため，1次の固有値および固有モードをそれぞれ 0，φ

と表記する。

[K + OmM]<Tm = 0 

4.1.1 逐次線形化手法の導入

固有値に関する制約条件 (34)は，応力に関する非線形関係式であり，

このままでは文献 [2，3]のように線形連立方程式を解いて最適応力を決

定することはできない。そこで，以下のような l次近似を用いる。あ

る釣合い形状での応力分布 &および固有値。が既知であるとき，応力

&近傍の応力 σでの固有値の近似値。は，会有限要素数を n.応力ベ

クトル σの第j成分を σ3とすると以下の式により与えられる。

Jzm(&) 。=0+γ "一(σj-(Jj) 
声。σ3

(35) 

以上よ り，固有値に関する制約条件 (34)の代わりに 1次近似を用いた

固有値制約台 =のを導入することにより，固有値に関する制約条件

を応力に関する線形関係式で記述できる。従って，釣合および可展条

件 (33)および固有値に関する制約作 =11は全て応力 σに関する線形

式であるので，これらをまとめて Qσ =qと表す。また， σ aは応

力の線形式であるので，定行列 Lを用いて Lσ と表される。ラグラン

ジュ乗数 入を用いて以下のようなラグランジュ関数日を定義する。

4. 1次固有値指定下での応力 ・形状最適化問題

本節では，指定された 1次固有値を有し，初期応力の分散が最小で

あるような釣合い形状およびこれを実現するための裁断図形状を求め

る階層型最適化問題を定式化し，感度解析に基づく最適化手法の概要

を述べる。膜面の l次固有モードは最も弱い変形形状であると考えら

れ，これに対応する国有伎を指定することで最も弱い変形形状に対す

る剛性が保証される。1次固有値の指定により問1)性の下界を保証する

ことになると考えられる。

下位レベル最適化問題では，指定された形状の下で，釣合および可

展条件を満たし.1次固有値が指定値に一致し，かつ分散が最小であ

るような応力分布を求める。次に，上位レベル最適化問題では，下位

レベル最適化問題の最適応力を指定形状の関数と考え，内部節点座標

に関する感度解析を実行することにより，最適化アルゴリズムにした

がって内部節点座標を変更し，それを指定値として下位レベル最適化

問題の最適応力を逐次求めて応力の偏差量を最小化するような最適形

状を求める。概要は以下の通りである。

(36) 

ここで，停留条件θrrjθσニ Oおよびδrrjθ入=0より以下のような連

立方程式が得られる。

日=?+入T(Qσ-q) 
D1膜函の境界形状，裁断パターンおよび l次周有値の指定値を与

える。

(37) [ L~L ~T ] {:} = {~} 
D2膜面の釣合い形状の初期値を与える。

D3指定された形状に対し，釣合条件と可展条件を満たし.1次固有

値が指定値と一致する，分散が最小であるような応力分布を求

める。
従って，最適応力は連立方程式 (37)を解くことにより決定される。

しかし，以上の定式化では固有値制約が近似式であるので，求まっ

た応力での固有値と指定値には誤差が生じる。そこで，この誤差が十

分小さい{直に収束するまで繰り返し計算を行なう必要がある。この逐

次計算のアルゴリズムを以下に示す。

D4D3の最適応力分布の指定形状に関する感度解析を行ない，最

適化アルゴリズムにしたがって，応力分布を改善する形状を探索

する。

D5形状変更の必要があれば，得られた形状を指定形状としてD3

にもどる。変更の必要がなければ，最適化を終了する。
膜菌の境界形状，裁断パターンおよび I次固有値の指定値を与

える。また，適当な応力の初期値 σ0を与え，膜面の l次固有値

00 を求める。固有値および応力に関する収束判定パラメータを

それぞれ el，e2 (ell匂 >0)で与え，繰返し計算のカウンタ-1

を1とする。

L1 
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D6得られた釣合い形状と応力分布より ，可展条件を満たす初期応力

を除去して裁断図形状を得る。



L2 固有値の近似値作を以下の式により与える。

~8α-1 
0' =0'ー正+>司T ー (σ;ー σト正}

i:i Uσj 

L3 固有値に関する制約条件。‘ =0の下で，釣合および可展条件

(33)を満足し.(32)を最小化する応カゲを決定する。

L4 応力分布ゲのが.ye方向応力の平均値から膜材料の応カーひず

み関係を接線近似し，膜面の固有{直Q包を求める。

L 5 10i -01く引かっ |σ包ーゲー11<匂 (el.e2 > 0)であれば最適解

が得られたとして計算を終了する。そうでなければ. ~← i + 1 

としてL2に戻る。

4.1.2 加速パラメ ータの導入による接線剛性変化の考慮

(35)のθ0/θσ3は以下のようにして求められる。(31)の両辺を応力

または有限要素節点座標を代表する変数白で微分すると

θφθK θM δQ 
[K-OM]一 +[-.，---O-~ '-]CÞ- :，-.-Mφ= 0 (39) 

θ臼 θaθ白 θα

を得る。(39)の左側から φTを乗じる。K.Mの対称性および (31).

(39)より，
市 θQ 巾，θK θM‘

CT' MCT一一=ct
1r..----0一一lφ

θαtθaθ臼 J

を得る。固有ベクト Jレが φT Mφ=1となるように正規化されている

とすると.(40)より

δQ 中 θK θM
ー =ct'トー の一一]争
θ白 θ白 θ臼

を得る 。 白が σ3 である場合は，質量行~IJM は応力を含まないので，

θM/θσj=Oである。従って.(30). (41)より以下の式が得られる。

θQ 中θK 中乃K，. 8Kr、
一:::.= ct1-:'--ct = CÞ' ト~+一斗φ (42) 

θσ3θUj 

ここで.K L • Kcはそれぞれ.K'L Kちを全要素について重ね合わ

せた行列であるので，θKc/θσ3は (24)をσ3で微分して得られる以

下の式を系金体に重ね合わせることで得られる。

βK三中βF守n
で:-IJ= tSC~ てこ Cd
0σj 0σ3 

θ80/δσ3は. (29)より求まる。また， θKL/θσ3は(23)をσJで微分

して得られる以下の式を系金体に重ね合わせることで得られる。

竺1= tSCTRT~D RC 
oσJ (1σ3 

膜材料の接線剛性は，応力の関数であり θD/θσ3手0であるが，ここ

ではθD/θη=0とする。しかし， 一般に膜材料は応力が大きくなる

と接線剛性も大きくなるので， δD/θσj=Oとすると固有値の変化を

過小に評価することになり，応力の変更畳が過剰となる。これは，解

のも!fdli方を起こ し収束性を悪化させる原因の一つであると考えらる(図 3

参照)。そこで加速パラメータ μ(1::;μ)を導入し，固有値の近似値。

を以下のように修正する。

ー θO(針。=0+μづ7 (σー O")

ある形状の下で加速パラメータを変化させ，各加速パラメータイ直にお

いて解の収束までに要した計算回数をプロットしたものを図4に示す。

Q 

(38) 
実際の固有値の変化 :

叫ー ミyi

加速パラメータを
場一一塁手入した固有債の

変化

Q 十ー・ー・一一------~.一一-一一一-言ド、 接線剛性の変化を無視した
: ¥固有値の変化。o~-..... 竺て-------------r----一一一一一

σ 

図 3接線剛性の変化の考慮の有無による固有値の近似値の変化

25 

c 20 
0 -回 目.
』

2 15 
』。

0 
1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5 

acceleration parameter 

(40) 
図4 加速パラメータ μと計算回数の関係

図4より，適切な緩和パラメータ値の選択によって計算回数を低減で

きることが分かる。

(41) 4.2 形状最適化問題

形状 固有値指定応力一様化問題の最適応力分布は，指定された内

部節点座擦の関数と考えられるため，最適解と最適目的関数値の節点

座標に関する感度解析を行ない，最適化アルゴリズムに基づき応力分

布を改善する節点座標を探索する。

境界骨組の形状を固定とし，内部節点座標のみを変更する。節点は

一般に 3自由度をもつが，ここでは曲面の形状を記述できれば良いの

で節点座標は 1方向のみに変更するものとする。

ある節点座標に関する感度を()'で表すと. (32)の感度係数 t'は

以下のようになる。

(43) 
t'=(σ-dy(σ， -a-') (46) 

(46)のゲ は応力の感度係数ゲから決定され，ゲは (37)を設計変数

で微分して得られる次のような連立 1次方程式を解いて求められる。

(44) 
ヴ
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ここで.Q'および q'の固有値制約に関する成分は.0' =0および

(35)より，以下の式のように得られる。

~fδQ(&)l'JLθO(Õ" ) 討す271(σ3一向)+L37(い .1)= 0 (必)

(48)において， δ，= 0であるので.O"j = 0となる。また.0'は (41)

より，以下のように得られる。

(45) 凸， = ctT[K'ー凸M']φ (49) 

次に.{θO(O")/θσj}'は.(42)より以下の式により得られる。

(半 γTθヂ[ヂ}'σ~ ~ =2φ3C+φT~百円 (印)
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図 5骨組膜構造物モデル

(50)より， {θn(O")/θσj}'を求めるには， φFを求める必要があるが，こ

れを求めるには非常に複雑な計算が必要である。従って，本手法では

{θn(O")/θσj}' ~ 0と仮定し，プログラムの簡略化を図る。また，この

仮定が解の探索および最適化結果に及ぼす影響を，後の形状設計例に

おいて形状に関する感度係数を差分によって与えたものと比較するこ

とにより検証する。

5.形状設計例

5.1応力・ひずみ曲線の定式化

以下の例題において裁断図設計を行なう際の.膜材料の応力ーひずみ

関係の接線による近似式を導くために.まず応力一ひずみ関係を定式化

する。この例題では，xP軸，yP軸それぞれの 1軸引張時の応カーひず

み (σx-fx)，(σγ匂)関係を，以下のような 3次曲線で定式化する [3]0

σx = 1.00352 X 107 x (ら-3.125 X 10-3)3 (51) 

σν= 3.0625 X 105 x (匂ー 1.0x 10-2)3 (52) 

5.2 例題

図5のようなスパン 16.00m，ライズ 6.40mのHP形状の骨組膜構

造物に対し，本手法を適用する。要素分割，裁断パターンも図 5に従

うものとする。対称性を考慮して， Y三Oの範囲のみを対象とする。l

次固有値の指定値は， 4.250 rad2/sec2とする。また，加速パラメータ

の値は 1.75とする。

裁断図設計の結果得られた，応力 σ;，σ;，r;νの平均値，最大値，最

小値，標準偏差，釣合い曲函の l次固有値および最適化問題の目的関

数である応力偏差立を表 1に示す。また，図 6には得られた最適釣合

い形状および裁断図形状を，図 7には各有限要素の応力の値を線の太

さで示す。

5.3膜材料構成則の近似に関する検証

裁断図設計の結果を見る限りでは，朕面全体に一様な応力分布が得

られており， 1次固有値も指定値に一致している。しかし，裁断図設

¥、----~---〆/
マタ

立面図 裁断図

図 6'.最適釣合い形状および裁断図形状

== 6.125 MPa 

xe方向応力

= 6.1251¥在Pa

f方向応力

図 7:裁断図設計の結果 1(応力分布)

田圃圃 6.125 MPa 

f 方向応力

園 田園 6.125 MPa 

f方向応力

図 8・釣合い形状解析の結果 1(応力分布)

表 1 裁断図設計の結果 I

応力偏差量 (MPa2) 137.651 

1次固有値 (rad2/sec2) 4.250 

応力 (MPa) σ ge z σ 3e 3 au，ze ν 

平均 6.530 6.581 0.000 

最大 8.999 8.165 0.769 

最小 4.428 5.237 -0.768 

標準偏差 1.239 0.725 0.297 

表 2:釣合い形状解析の結果 1

応力偏差量(附a2) 143.440 

1.次回有他 (rad2/sec2) 4.274 

応力 (MPa) σ 2e E σ ν e -1F2e 12 

平均 6.485 6.531 0.014 

最大 9.095 8.266 0.798 

最小 4.324 5.165 ー0.765

標準偏差 1.269 0.728 0.315 

計の際には，有限要素の主方向と局所座標方向の偏差角を釣合い形状

から評価し，また肢材料の応力ーひずみ関係を応力の平均値で評価した

接線を用いて表している。従って，得られた裁断図を境界に張り合わ

せて得られる釣合い曲面と ，裁断図E宣言十の結果得られた釣合い曲面に

は誤差が生じることが考えられる。そこで，裁断図設計の結果得られ

た裁断図に対し釣合い形状解析を行ない，そこで得られた釣合い曲面

に対し固有値解析を行なう。解析の際には，有限姿紫の主方向と局所

一20-



用 問 司 6.125 MPa 

f 方向応力

回一 6.125 MPa 

f方向応力

図 9 釣合い形状解析の結呆 2(応力分布)

問問 6.125恥1Pa

f 方向応力

四回目 6.125 MPa 

f方向応力

図 10差分法による裁断図設計の結果(応力分布)

表 3・釣合い形状解析の結果2

応力偏差景 (MPa2) 127.559 

1次固有値 (md2jsec2) 3.928 

応力 (MPa) σ ae c 6 9 色 7;，υ 

平均 5.942 6.120 0.013 

最大 8.295 7.819 0.805 

最小 3.855 4.837 ー0.775

標準偏差 1.189 0.687 0.303 

座標方向の偏差角を裁断図形状から正確に評価し，また膜材料の応力ー

ひずみ関係および接線剛性を (51)，(52)より評価する。

釣合い形状解析の結果得られた，応力 σZ， σ~) T:y の平均値， 最大値，

最小値，標準偏差，釣合い曲面の I次回有値および最適化問題の目的

関数である応力偏差量を表2に示す。また，図 8には各有限要素の応

力の値を線の太きで示す。

表 2より，解析の結果得られた応力分布は裁断図設計の結果に比べ

誤差を生じているため，応力偏差量に若干の悪化がみられる。また， 1 

次固有値も指定値である 4.250md2 jsec2から若干の偏差を生じてい

る。1次固有値の誤差は，応力分布が裁断図設計11寺に比べ若干異なる

こと，および裁断図設計時は朕材料の接線剛性を会応力の平均値より

評価していることに起因するも のと思われる。しかし，これらの誤差

は微小なものであると考えら九る。以上から，本手法により応力分布

の一様性および 1次固有値制約を十分な精度で満足する初期応力分布，

釣合い曲面およびこれらを実現するための裁断図形状が得られること

表 4 差分法による裁断図設計の結果

応力偏差量 (MPa2) 132.781 

l次固有値 (md2jsec2) 4.250 

応力 (MPa) σ e 
x σ'e J ，，ae UT 

平均 6.149 5.824 0.000 

最大 8.578 7.275 0.704 

最小 4.197 4.541 ー0.703

標準備差 1.214 0.681 0.289 

本手法を適用した例題と同様に図 5の骨組朕構造物を対象とし，要

素分割パターンおよび裁断パターンも同様とする。例題での指定 l次固

有値である 4.250rad2 jsec2を有する等張力曲面の応力は，6.125 MPa 

であるので，これを目標応力分布として逆問題型設計法 [2，3]を適用

し，裁断図設計を行なう。また，得られた裁断図に対し，同様の条件

による釣合い形状解析および固有値解析を行なう。

釣合い形状解析の結果得られた，応力(1~) a~ ， r;yの平均値，最大値，

最小値，標準偏差，また釣合い曲面の 1次固有値および最適化問題の

目的関数である目標応力分布からの応力の偏差髭の 2釆和を表 3に示

す。また，図 9には各有限要素の応力の値を線の太さで示す。

表 3での l次固有値は目標値である 4.250rad2 jsec2 より7.576% 

小さくなっている。この誤差は，本手法での誤差(表2参照)に比べ大

きい。以上より，原型曲面を用いた応答解析に基づき得られた応力分

布を目標とした裁断図設計決では，得られる応力分布と目標応力分布

との偏差によって得られる出商の応答特性に誤差が生じるが，本手法

では 1次固有値に関する制約と可展条件の導入によりこの誤差を抑え，

国有値に関する要求が十分な精度で満足されることが例証された。

5.5 差分法による検証

ここでは，形状に関する目的関数の感度係数を差分により与えた場

合の結果と ，本手法で提案する感度解析を用いた場合の結果の比較を

行なう。

例題と同様，図5のような骨組朕構造物を対象とし，要素分割パター

ンおよび裁断パターンも同様とする。形状に関する感度を差分で与え，

指定 l次固有値などのその他の条件は全く同ーとする。

裁断図設音|の結果得られた，応力 σc ， σ~) T~ の平均値，最大値，最
XJ -Y' 

小値，標準偏差，また釣合い曲面の 1次固有値および最適化問題の目

的関数である応力偏差f量を表4に示す。また，図 10には各有限要素の

応力の値を線の太さで示す。

表 1に比べ，表 4に示す結果では若干良好な解が得られているが，

これらの差は微小である。以上より，本論で提案する感度解析法の精

度が例証された。

が示された。 6.結論

5.4 目標応力分布を与える設計法との比較 1逆問題型設計法を拡張し，釣合い形状の指定された膜構造物に対

現在一般に用いられている股構造物の設計では，原型曲面に対する し，剛性の指標として 1次固有値に|期する制約条件を導入した。

応答解析の結果から裁断図設計時の目標応力分布が決定される。しか 応力の非線形関数である固有値指定条件を 1次近似を用いて線形

し，原型曲面は厳密に実現することが不可能な場合が多く，実際符ら 化し，繰返し解くことで固有値指定条件，釣合および可展条件を

れる釣合いl湖面の応答特性は予め考慮されていたものと異なるものと 1前足し，平均値からの分散が最小である応力分布を実現する裁断

なる。ここでは，原型曲面に対する応答解析より決定された応力分布 図を設計する手法を提案した。

を目標とする設計法と本手法との比較により，本手法の適用により高 2. 1で得られた最適応力の形状に関する感度解析を行ない，形状変更

い精度で周有値に関するt!i!J約が満足されることを示す。 を行なう際に，プログラムの簡略化を図るため，国有値の応力に

関する感度係数を定数として扱う.近似感度解析手法を提案した。
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3.以上に提案した手法を， HP形状を持つ骨組膜構造物に適用した。

得られた裁断図に対し釣合い形状解析およぴ固有値解析を行ない，

本手法の適用により，固有値指定条件および応力の一様性を十分

な精度で満足する釣合い形状，応力分布およびそれらを実現する

ための裁断図形状が得られることを示した。

4.原型曲面に対する固有値解析に基づき決定された目標応力を用い

る手法によって得られた設計解と，本手法により得られた設計解

を比較した。目標応力を用いる手法に比ぺ，本手法では固有値に

関する制約が高い精度で満足された。

5形状に関する感度を 2の近似感度解析で与えた結果と，差分で与

えた結果の比較を行ない，感度解析の際の近似が最適形状の探索

に与える影響が小さいこ とを示した。
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Optimization of initial stress and equilibrium shape of membrane structures 
considering fundamental frequency as a mesure of stiffness 

SYNOPSIS 

Jun Fujiwara*l 

Makoto Ohsaki.2 

Tomonori Kitaori.1 

An illverse method for specified low田 teigenvalue (square of the lowest natural frequency) is proposed for日n吋dingthe 0叩pμ凶timaωIcutting pa叫ttern

and t山heoptima叫1s叫tr陀es岱se飴s0ぱfa 仕ame争トsuppoωrtωedmembrane stl'ucture. The lower bound of stif仔'fnessis guranteed by speci f.匂yl引i日ngth児elowe郎st

eigenvalue， because the fundermental eigenmode is considered the weakest mode of deformation. The membrane is discretized by using the 

finite element method， where the triangular elemcnts with constant strains is used. 

ln the fil'st stage of prop田 edmethod， the optimal stresses to minimize the standard deviation are found for speci日edeigenvalue and nodal 

coordinates. The lowest eigenvalue which is a nonlinear function of stresses is linearized， and the optimal stresses are found by seqllentially 

solving simultaneous linear eqllations目 lnthe second stage， the optimal locations of nod回 arefound by using the optimizing method based on 

the sesibliity analysis with respect to the nodal coordinates. 

ln the examples， the proposed method is applied to an HP-type membrane strUCture supported by a frame. lt is confirmed by carryil1g OUt 

nonlinear shape analysis that the eigenvalue constraint is satisfied within good accuracy. 
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