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梗 概

11英構造物の設計において、平面に展開する際の裁断線となる測地線の探索は非常'に重要である。一般的な三次元朕憎造上

の測地線を求めるには、その形状解析に用いられた有限要素メッシュを用いて測地線探察を行うことが多いが、メッシュ

.t;'~界にて曲率が不連続となるために、なめらかな測地線を求めることは非常に困難である。一方、近年構造解析の分野で・

はメッシュレス法と呼ばれるメッシュを必要としない解析手法の研究が注目されている。有限要索による離散化と異なり、

近傍の節点における値から移動最小自乗法を用いて場の近似を行うことで、関数の微分まで連続となる近似関数を得るこ

とができる。本論文ではこの移動最小自釆法を用いた、メッシュを必要としない新しい測地線探索手法を提案する。いく

つかの解析例により手法の妥当性を示し、 一連の設計解析を同ーのそデ/レで行うことが可能となるメッシュレス法の有用

性についても述べる。

l 緒言

近年、 1I英構造物は、その材料開発の進展に伴い、大規模で恒久的

な建造物の一部として用いられる機会が増えている。空間構造物で

ある膜榊造は、しばしば意匠を凝らした設計がなされ、そのしなや

かな形態を実現するために一般の構造物とは大きく異なる設計技術

を要する。特に膜構造物を設計する上で、 1I英函を平面に展開する裁

断線の探索は非常'に重要である。一般には、膜曲面の裁断線には曲

面上の 2点を結ぶ距縦が最小となる「測地線Jが用いられることが

多い。

測地線の探索手法は石井りの研究をはじめとして、'女宅 2)ら、鈴木

J)の研究などがあげられる。特に従来の研究では、任意曲面上での測

地線を求めるために、任意曲面としてしばしば初期形状解析で用い

た有限要紫モデノレが流用される。ここで初期形状解析とは、初期張

力下での釣合形状を求めるための解析である。すなわち膜構造は、

初期日長ノJにより得られた釣合形状を、測地線を利用 していくつかの

平面に分割して製造される。 しかし、膜構造のような柔な構造の有

限要索メ ッシュは、変形後に大き くゆがんでいることが多く吋、そ

のまま測地線探索のモテ.ノレとして用いることができない場合もある。

そのような場合はメ ッシュの再分割を行うこ とでゆがみを軽減する

ことが可能となるが、大森ら"は釣合形状を求めつつ同時に裁断線

を決定することでこの問題を解決している。しかしながら、実際に

は滑らかな曲面となる膜函を有限要素メッシュで表現することは、

要素境界において曲面の曲率が不連続になることを意味しており、

特に任意曲面に対して良く 用いられる三角形メッシュの場合は、そ

の不連続性が顕著となる。このため、測地線探索の際の収束性に問

題が生じることも多い。

一方、近午・構造解析の分野で‘は、メッシュレス法、メッシュフリ

ー法などと呼ばれる、主要素分割を必要としない解析手法の研究が盛

んに行われている。この手法では、解析対象に節点を配置するだけ

で解析が可能となり 、従来の有限要若者解析において計算以上に労力

を要したモデノレ作成の手聞が軽減される。また、代表的なメッシュ

レス法では場の近似に移動最小自乗法が用いられており 6州、その結

果、変位法 (構造解析の場合)に基づく有限要素法では不連続であ

った変位勾配が、 連続に得られることが報告されている。また、要

素がないために変形による要素のゆがみが解の精度に与える影響が

少ないことも示されている。

本研究では、メツ、ンュレス法に基づく新たな測地線探索手法を提

案する。以下ではまずその定式化について示し、解析例題としてい

くつかの曲面における測地線を探索する。次に得られた測地線の妥

当性について検討し、メッシュを排除することで要紫の存在による

弊害が改善されることを示す。最後に、メッシュレス法による1剣持

造の形状解析結果を用いて測地線探索を行い、一連の設計解析をシ

ームレスに行うことができる解析手法としての可能性を示す。
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2. メッシュレス法の概要

現在、代表的な数値解析手法である有限要素法(Finite Element 

Method以下、 FEM)は、構造解析をはじめとする様々な分野で用い

られている。FEM は精度、汎用性、計算速度などの点で十分な信頼

を得ているが、解析対象が複雑になる程、解析データ作成に多大の

時間を費やさなければならない。膜構造においても、ケープ.ルで補

強された自由曲面を有する構造物のメッ、ンュ切りは、容易ではない

と考えられる。

メッシュレス法とは、その名の示すようにメッ、ンュを必要としな

い解析手法である。FEM のように解析対象を要素に分割する必要が

無く、節点を配置するのみで解析が可能となる。現在までメッ、ンュ
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FEM Meshless method 

Fig.1 FEM and Meshless method 

レス法は、 1994作に Belytschkoらによって開発された ElementFree 

Galerkin Method
6
).7) (以下、 EFGM)をはじめとして、構造、流体解析 ここで w(r)は評価点と各サンプリング点との距離 rに関する重み関

の分野で研究が進められている。本研究では膜構造上の測地線探索 数であり 、影響半径 pの外では、 w(r)=Oとなる。MLSIに使用する

という一種の最適化手法に、このメッシュレスを応用するものであ 重み関数はいくつか提案されているが、本研究では、場およびその

る。 微分量が連続になるように定められた 9).'0)次の四次スプライン関数

一方、膜構造の設計において必要な解析は測地線の探索だけでな で表される重み関数を用いた。

く、初期形状に張力を与えて釣合形状を求める形状解析、風荷重な

どの外力による変形、 lよ;カ状態を調べる応力解析などがある。従来

の FEMによる解析では、形状解析により変形したメッシュをその

他の解析に用いると、要素のゆがみにより正しい解が得られないこ

とが多くあった。そのため、解析ごとにメッシュ再分劉が必要とな

るが、メッシュが存在しないメッシュレス法ではその必要が無く、

EFGM を用いた幾何学的非線形膜構造解析手法的等を用いることで、

本論文で述べる測地線の探索を含むすべての解析を同ーのモデルで

行うことが期待できる。

3. 移動最小自乗法的.9)

多くのメッシュレス法では移動最小自乗法(Moving Least 

Squares lnterpolation以下、 MLSI)を用いて場の近似を行う。有限要

素メッシュを用いて膜曲面を表すと、要素境界で勾配が不連続にな

るのに対して、 MLSIを用いることでその微分まで連続ななめらか

な形状が得られる。

MLSIは、通常の最小自乗法に重みを付加したものであり、 EFGM

をはじめとする多くのメッシュレス法で近似手法として用いられて

いる。なお、以下では曲面の離散化に用いる点をサンプリング点、

曲面上の測地線を表す点を節点と呼ぶ。

図 1に示すように FEM では、任意の位置における値はその点が

含まれる要素を構成する点から内侍されるのに対して、 MLSIでは、

評価する点からある距離 p内に存在するサンプリング点から重み

つき最小自乗法により近似される。すなわち、 MLSIではサンプリ

ング点の位置を x，( I=I-N、Nは総サンプリング点数)、その点にお

ける離散化された値を u，、評価点における近似関数を uh(x)とすれば、

次式のJの値が最小となるように変{立場が決定される。

J=ヱw(ば U
h
(X，)_U，)2， r， =lx-x，1 )
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次に、近似関数 uh(x)が式 (3)のように表せるものとする。

U h (x) = a T (x)p(x) (3) 

ここで、uh(x)を多項式で近似する場合、例えば基底ベクトルp(x)は

次のようにおくことができる。

pT(x)={l， x， y} m=3 

pT(X)={l， x， y， x2， xy 〆} m=6 

(4) 

(5) 

J次元問題の場合、 m=3は線形基底、 m=6は完全一次基底を表して

いる。このように mの値を変更することで、近似関数の次数を噌や

すことができる。また、 a(x)は基底ベクトノレの各項に対)，/.;、する係数

を並べたベクトノレである。詳細は文献に謙るものとして、式 (1)か

らa(x)が決定され、最終的に uh(x)は形状関数 中b)を用いて有限

要素法と同様に、以下のように表される。

U h (x) =エ 中，(引1 (6) 

MLSIによる近似の概念を図 2に示す。図に示すように得られる

近似関数と、サンプリング点における離散値とは一致しない。この

ため、例えば MLSIを偏微分方程式の解法に用いた場合、その境界

条件処理の際はサンプリング点における値ではなく、近似関数の値

を拘束する必要がある 6)。図3はFEM とMLSIにより得られる近似

関数の概念図である。低次要素を用いた FEM では、節点聞が直線

で補間され、その微分が要素問で不連続であるのに対してるのに対

η
L
 



して、 MLSIの場合、線形基底を用いても一階微分までが連続な近

似関数が得られることがわかる。

本研究では、この MLSIを曲面の近似に用いる。すなわち曲面のz

方向の位置を x，yの関数として、サンプリング点における離散値か

ら曲面を近似し、得られる連続的な幽面の勾自己を利用して、よ り精

度良く測地線が求められることを示す。

-p 

x 

Fig.2 Approximation by MLSI 

U A U 

x 
FEM MLSI 

Fig.3 Comparison between approximation functions by FEM and MLSI 

4 測地線探索手法 11)

測地線は、曲面上の任意の2点を結ぶ距離が極小となるように決

定される。ここでは、指定された 2点を通る曲面上の最短曲線を求

める ものとする。この時、 2点を通る曲線を表す関数群を g(x)、曲

面の方程式を 恥)= 0とすると、測地線は次の拘束条件付汎関数を

最小にすることにより求められる。ここで、 11は2点聞の長さを表

す。

π= Ig(x)1 +λ f(x) (7) 

また、あらかじめ曲面上のみで解を探索する場合には、第 2項の拘

束条件式は省略できる。

本研究では、曲面を表すサンプリング点の位置情報から測地線を

求める。ここでは、まず2点を通る曲線は、有限の線分で構成され

るものとする。初期値として、曲面上に適当に m個の節点、i= (OX;， 

Oy"Oz;)を配置し、それらを結ぶ m-I本の線分の長さの和が最小にな

るまで反復的に節点を移動させ、測地線を求める。今、k回目の反

復における節点の位置をkXi，ky..， kZj、曲線のー要素の長さを 'L，とする

と、曲線全体の長さ 'TIは、

KL，=J(kXHI-kxf)2+(ky仲，-'y;)'+('z，+，-'z，)' (8) 

'n =エ '~ ~) 

で表される。各節点のz座標は近傍のサンプリング点における z座

標から MLSIにより近似されるため、 x，yの関数として与えられる。

また lつの節点、，はその前後の要素の長さ'L山'L，のみに影響を及

ぼし、この時式 (9)の変分をとると次式を得る。

on= ~(笠与立!Ìõx，+笠与斗斗Õy.i 
1:i'l a' x， a' y， .. J 
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よって各節点において、

a('Li-]+'L;) n a('L，_，+'L，) n 
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(
 

を満たすように座標を決定する。式 (11)は非線形方程式になるた

め、 Newton-Rapson法による反復解法を用いて解を求める。この時、

各式の増分は以下のように表される。

fKLJL))aMl a がL一--一一 I=~~斗ð，.xi_， +一一「」ニ!..d，.yi-' 
ax， l akXM O x， aky，ー， akx， 

a a' L，_， a a' L，_. 
+-::::T一一一了与!..6.Xj+ _，，~一ー一~ ，と!..ð，. y， 
a'x， a同x，-~， a'y， a'x， 

a a'L，. a a'L 
+-::-;-一一ァムd，.x，+-::7一ーァムd，.y， 
d伺 x，a'x， a向yia'x， .. 

x 
a a'L，_， a a'L， 

+-::7一一一戸ニ!..d，.X川+~一一一ァー!.. 6.Yi+1 
akx川 a'x;- ，.， a司Yi+ldkxj J I"f"1 

(12) 
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ここで、
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置副司

d.x， = (企Xi_1 d.y，_， d.x， d.Yi d.X，.， d.y川)T (15) 

( dkn ， 
p，=1 d>， I 
，一Idkn I 

，--， 
l dky， J 

とおくと、各節点ごとに次式が得られる。

Pi+D，d.x，=0 

( 16) 

( 17) 

各節点に弁lする式をl慣に書き並べると(重ね合わせると)式 (18)

のようにマトリクス表記することができる。ここでDは重ね合わせ

後の係数マ卜りクス、d.xは全体節点修正ベクトノレ、Pは全体残差ベ

クトルである。

Dd.x =-P 

k+IX = 'x + d.x 

( 18) 

( 19) 

式 (18)より符られた似を用いて、式(19)に従って節点の座擦を

更新する。この計算をon=oになるまで反復して、測地線を求める。

5. 数値解析例

ここでは、各種膜締造物に対して、本解析手法を用いて求めた測

地線解析結果について示す。

a) hp曲面

次式で表される hp曲面り上の測地線を探索する。

z=ー0.2(xy -5x -5y) (20) 

ただし、 o~X 豆 10 ， o~ Y壬10

曲面を表すサンプリング点はx-y平面で等間隔に Ilxll点を配置し、

初期節点、は x-y平面上で夜線になるように配置した。また、 MLSI

の基底ベクト/レには、次式で表される双一次基底を用いた。

pT(x)=(I， x， y， xy) (21) 

図4は hp曲面を x-y平面に投影した図であり、点線は節点の初期

配置を、プロットは収点後に得られた節点位置を示している。 line1 

は 1I点、 line2は 26点、 line3は 31点の節点からなっている。図 5

は hp曲面上に得られた測地線を描いたものである。図において黒点、

は hp曲面上のサンプリング点を表しており、この点群より MLSI

によって、任意の (x， y )座標における z座棟、ならびに曲面の曲

率を求める。この解析結果は理論的に得られる解 1)と完全に一致し

ている。また、図 6に onの収束の様了・を示す。待られた測地線ご

とに速さは異なっているが、収束解が得られていることがわかる。

-4-

linel line2 line3 
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Fig.4 x-y projection ofhp surface 
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Fig.5 Geodesic lines on hp surface 
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Fig.6 Convergence of on 

b)円柱状曲面

次に、半径 l、高さ 2の円柱の表面における測地線を探索した。

サンプリング‘点は円周方向に 37点、高さ方向に 21点配置し、基底

ベク トルは二次基底を用いた。

x-y平面への投影図を図?に、鳥敵図を図 8に示す。先の例題同

様に黒点は曲面上に配置されたサンプリング点、点線は節点の初期

配置、実線は収束後に得られた測地線を表している。



• : sampling points 

initial location of nodes 

-ー一一:calculated geodesic lines 

Fig.7 x-y projection of cylinder 

sampling points 

initial location of nodes 

--: calculated geodesic lipcs 

Fig.8 Geodesic Iines on cylinder 

本手法で求めた測地線は、円筒曲面を平面に展開した時に直線に

なるように得られており 、正しく 2点間の距雌が最小となる曲線が

得られていることがわかる。

c) 2次曲面膜構造

実際の膜構造の設計で、は、形状解析後の釣合形状における測地線

を探索する。本{タilJ題では、荷重による変形形状を、筆者らが開発し

た膜椛造用メッ、ンュレス法(幾何学的非線形 EFGM'))を用いて求

め、その形状での測地線を同一モデルを用いて探索する。ここで初

期形状は式 (22)で与えられるものとする。
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(22) 

この膜構造に、 z方向にー傑分布荷重を与え、変形前と変形後の狽IJ

t也線を求める。サンプリング点数は x-y平面上で等間隔に Ilxll点

を配鐙し、 JJ~面の近似には一二次基底を用いた。解析結果を図 9， 10 に

示す。このように変形の前後でも問題なく測地線を求めることがで

きる。

Fig.9 Geodesic Iines on initial configuration 

Fig.IO Geodesic lines on deformed shape 

d)特殊な測地線

本解析手法では、膜蔚を x-y平面に投影し、平面の任意の位置に

おける z座標を MLSIにより近似する。そのため図 日に示すような、

ある x-y座標において z座標の値が 2つ得られる曲面では、 正 しく

近似を行うことが困難となる。このような場合には、投影する平面

を回転させることで、近似曲面が滑らかな勾配を有するように変換

することで、本手法を適用することができる。なお本手法では、 on

= 0となる点を求めているため、あくまでも最小ではなく短小解が

得られる。換言すれば大きく異なる初期値に対して、それぞれ別の

測地線が得られる場合がある。図 11にその一例を示す。この場合は

設計者の判断により最適な測地線を選ばねばならなし、。

また、図 12，13は膜面を飛び越える測地線の解析結果で5ある。こ

のような測地線の探索は従来の有限要素メッシュを利用 した手法で

は困難であったと考えられる。この場合も点 A，8を結ぶ線分を測地

線の一部として考えることで、本研究で、提案する方法をそのまま適

用することができ、図 12，13に示すように、滑らかな測地線が得ら

れていることがわかる。

Fig.11 Geodesic lines 

「

D



-・M

Fig.12‘Jump' of Geodesic line (a) 

〆一
Fig.13‘Jump' ofGeodesic line (b) 

6 結吉

本研究ではメッシュを排除し、離散化されたサンプリング点のみ

を用いて曲面を評価するメッシュレスアプローチによる測地線探索

手法を提案した。本論文の結論を以下に示す。

1 )本手法では、任意の曲面をメッシュ分割することなく、サンプ

リング点を配置するだけで測地線の探索が可能である。

2) 投影面を変更することで勾配の反転する膜面へ対応でき、また、

従来の手法では困難な膜面を飛び越す測地線なども探索が可能

であることを示した。

3) 従来は、 膜構造の形状解析等に用いた有限要素メッシュを測地

線探索に流用しており、メッシュのゆがみが大きい場合、要素

を再分割する必要があった。本研究で提案した手法では、メ ッ

シュ再分害1)を実施することなく 、膜構造の設計に必要な一連の

解析を同ーのモデルを用いて行うことが可能となり、膜構造の

より 円滑な設計作業が期待できる。

B 
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Meshless Method for Searching Geodesic Line by using Moving Least Squares Interpolation 

Tetsuya Kawashima'l， Shintaro Yabashi・2，Hirohisa Noguchi'3， Kazuo Yokohori4 

SYNOPSIS 

In the analysis for design of membrane structure， cutting analysis is indispensable. In the cutting analysis， cutting lines on the surface are determined so 

that curved surface can be expanded into several plane surfaces. In practice situation， geodesic line is often regarded as cutting line. Conventionally， the 

geodesic line on arbitrary membrane surface is searched by using available finite element mesh. It is difficult， however， to obtain the smooth geodesic line 

due to discontinuity of slope at the element boundary. In this paper， a new method for searching geodesic line by meshless approach using the moving 

least squares interpolation (MLSI). This method requires only nodal data and Cl continuity of approximation function offield is assured. Therefore， the 

variation of functional to be minimized is smoothly and efficiently. Some numerical examples are demonstrated to show the validity of the proposed 

method 
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