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梗概

ケーブル構造の自己釣り合い応力の最適化問題を扱った4つの手法 (1.逆変分原理、[1.変位ノルム最小化、 [[[.固有振動

数最大化(2)、[V.GAを用いた方法(4))について最適化状態を比較する。手法(!)，(H)については幾何学的非線型挙動までを

含めた最適化を行い、([)については幾何学的非線型問題に対し定式化を行う。その結果、変位の扱いによる([)，(I!)の相違

点、線型計算の有効性、手法(!H)と荷重条件との対応、対称性の強い問題に対する対称自己釣り合いモードの有効性が明

らかになっfこ。

1 .はじめに ここにBφはBのMoore.Penrose型一般逆行列でFは任意のベクトル

である。ここでrank(B)=rとすると

自己釣り合い応力の導入はケーブル構造や膜構造などの柔軟で軽 rank(lm -B+B)・m-r-q Q) 

i孟な構造物を安定化する手法の一つである。これらの張力構造に導 qは不静定次数であり、自己釣り合い応力の独立なモー ド数を表す。

入する適切な初期張力を決定する方法は精進設計上重要な問題であ 式(2)において [I，..B'B)の独立な列ベク トルをgl'"伐とすると

り、種与の手法が提案されている。 n -s，g， +…+ s，g， (4) 

本論文では、同一のケーフソレ構造モデルを対象にした次の最適化 上式で11;;1=1と正規化しておく。本論文では上式における自己釣り
手法を取り上げ、これらの手法による最適化結果を比較する。 合い応力モードの導入係数舟を設計変数と して最適化を行う。

([)逆変分原型[1)による方法

(!!).変位ノルム最小化

引[)目閤有振動数最大化(2)

1.2 各最適化手法の慨要

また、最適化の対象とする構造モデルの形状、寸法は若干異なる

が、次のm:適化手法も取り上げる。

。V).GAを用いた方法(4)
更に手法(!)、(H)についてはケーブル椛造の幾何学的非線形挙動まで ([) 逆変分原理

を含めたf註適化を行い、結果を比較する。 Horak(1]は、物体の全体積一定等の付帯条件の下で物体に生じる

1.1 自己釣り合い応力

ケーブル構造の自己釣り合い応力は、制lカベクトルn、外力ベク

トルf、釣り合いマトリクスBを用いた釣り合い式

Bn -f 

をf=Oについて解くことにより次式で得られる。Bは(n，m)型マ トリ

クスでnは自由度数、 mは昔[1材数である。

n-[1m -B+Bjp ρ) 
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本論文で取り上げた4つの最適化手法の慨要を次に示す。計算手

法については3節で述べる。
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が停留するような形状、 変位を考察することによって、材料を有効
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利用する最適形状とその瓦の変位場であるための条件が導かれるこ

とを示唆した。瀬口、多国ら(5)は逆変分原理を有限要素モデルに適

用し、種々の応用を試みている。本論文では逆変分原理を最適自己

釣り合い応力の決定に適用する。

。1) 変位ノルム最小化
この手法では節点変位を最小化することを目標にしており、目的

関数として変位ベクトルのノルムを用い、非線型計画法の 「外点的

金法(ExteriorPenalty Function Method)Jを利用して最適化を行う。

(川) 固有娠動数最大化(2)

小田 ・半谷らは、機造物の振動方程式における円娠動数を最大化

することで構造物の初期附性を最も大きくすることが出来るとし、

文献(2)において設計変数点を求めている。

(IV) GAを用いた方法[4]

中浮 ・加藤らは、接線剛性マトリクスKrの行列式と最小固有値

を考慮.した最適基準を採用し、連続探察空間に適した改良型GAを

用いて最適自己釣り合い応力を探索する方法を提案している。

2. モデルの傾要と自己釣り合いモード

2.1 解析モデルの形状とパラメタ

手法(1)，(1l)，(1lI)で用いるケーブル機造モデルを匂.1に示す。手法

(IV)においては、形状、寸法の若干異なったモデルを用いている。

また各手法(1)-(IV)で用いた材料定数をTable-llこ示す。

2.2 自己釣り合いモード

本論文で採用したモデル(fig.l)及び手法(1V)で用いられているモデ

ルには5つの独立な自己釣り合いモー ドが存在するが、各々のモー

ドの決定方法は一通りではない。Table-2に本論文で用いた呉なる

自己釣り合い応力モードの組を3種類 (mode叫 b，c)示す。mode-a，b

は5つの独立なモード全てを含んでいるが、mode-cは対称性のある

2つのモードの組み合わせとしている。またmode-dは.i.E鋭il[交

モード、 mode-b，cは正規 (非直交)モードである。

fig.l・ケーフ.ル椛造モデル(単位:cm) 

Table-l 材料定数

Table-2 : Self-Equilibrated Tension Modes 
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2.3 街重条件

手法(1)，(11)で用いた荷重条件を以下に示す。手法(III)，(IY)は荷重を

考慮した最適化ではないため、これらの荷量条件は扱っていなし、。

略的(吋 )本ム

荷量条件②(-4シ
樋条件③(非対称荷重)みシ

fig.2 :荷量条件(I r 1= I.Otonf ) 

3. 計算手法の説明

3.1 逆変分原理

逆変分原理をケーブル構造の自己釣り合い張力決定問題に対して

定式化するとと欠のようになる。

(i)微小変位問題に対する定式化

弾性問IJ性マトリクスをKE、式(4)で与えられる幾何剛性マ トリク

スをKGとする。1!1lち

Kc;{sp…，s.) -s，K，;， (g，)+…+s.K向(g，) (6) 

初期軸カベクトルnに対して次の付e祐:条件を付ける。

Inl2 _ a2a; (7) 

ここに弓はケーブルの破断応力、 αは導入狼カの大きさを表すパラ

メタである。自己釣り合いモード&の直交性を仮定すると式σ)は炊
のように表せる。

sf +・+時・α2a; (8) 

これらを用いて次のポテンシャルエネルギ一関数を導入する。

n --td'KEd+れfKad-d'f+λ(昨+・ +s; -a'σ:) (9) 
ここにdは変位ベクトル、 fは荷重ベク トル、 λはLagrange乗数で

ある。上式をd，si'λで偏微分すると 口の停留条件が得られる。

[KE + Kc(sI>...，sq)]d -f (10) 

1 .T ðK~ 
~d ' ぷニι d +2λ島・ o ， i -1，…，q 
2 ds

i 

s，' +・+s:・α207

(11) 

(12) 

式(10)は釣り合い式、式(12)は付帯条件であり、 βaを決定する式(11)

が最適性条件を表す。これら(10)(11)(12)の辿立方程式が解(d，舟必を

与える。

(ii)幾何学的非線型間見目に対する定式化

第2種ピオラキルヒホッフ応力である。初期応力句に対応する第

2種ピオラキルヒホッフ応力を次式で仮定する。

(14) 

σ。÷七ω/A (15) 

有限変位に対する歪エネルギーは荷量経路に沿って積分し
ル岨1 final {<na1 

Lj5f+%以 dVLAME内 +MArc 同

構造物のポテンシャルエネルギーは全部材について和を取り次のよ

うに表される。

n・U-V+λ(!IJ!2_日2a;)

{ 舟田1 flfl(11 1 

・ふいへCfdEG+んAへL~EGJ (17) 

-dTf+λ(!ザーα20:)
上式のd，si'λに対する停留条件を求める。最小ポテンシャルエネル

ギーの原理により dに対する停留条件は非線型釣り合い方程式を与

え、また λに対する停留条件は付帯条例こを与える。最適性条例ーを与

える院に対する停留条件 (式(11)に相当)は次のようになる。

，~~4，gi仙川 =0 (問

上式と非線型釣り合い方程式、付帯条件との連立方程式が最適解を

与える。

(iii)数値計算法

(iXii)共に最適解を求めるにはそれそ'れ非線型連立方程式を解くこ

とになる。本論文では文献[5]の方法を参考に、 「エネルギー比法」

を用いた収束計算により各変数の数値解を求めた。概略を以下に示

す。

最適性条件である式(11)(線型〉 及び(18)(非線型)はそれぞれ次

のように変形される。

J.dTK円 d
ιすL ・-2λ(・印刷) (19) 

す(らSん)
山ワー胃一川-const.) (20) 

どちらの式も、 「単位自己釣り合い張カモードに対し蓄えられるポ

テンシャルエネルギーをその導入係数siで割った値は全モードにつ

いて一定である」としづ力学的意味を有している。拘束条件(12)を

満たしながら式(19)或L、は(20)を満たすようにsiを修正していくこ

とにより解が得られる。

3.2 変位ノルム最小化

次式で与えられる目的関数

ゆ)- ~JidJ 。1)
ある昔11材について、微小変位に対する査エネルギーは次式で表さ を、市IJ約条件

れる。

f6EGSd九-6ω'LoA。 (13) 

ここにらはgreen歪、L。、バ。はそれぞれ初期部材長 ・断函税、 5は
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3.3 重量動固有値最大化[2]

質量マトリクスをMとすると、振動方稜式はEtEとkcを用いて

次のように表せる。

Md+[KE+KGld目。 (23)

質量マトリクスを単位マトリクスIとし、 d=aeiOlIとすると

~KE+ KG) _ (.()21 1 -0 (2A) 

dは円振動数であり、 Ke+KGの固有値になっている。文献[2)では

KGのみを用い、さらに2つの対称モードのみの組み合わせ (mode-

c)を採用し、最小固有・値のωfが最大となるsJとs2の比を求めて

いる。制約条件は手法(1)(式(7))，(II)(式(22))と同様である。

3.4 GAを用いた方法[4]

この手法では、袋線剛性マトリクスK，.の妓小固有値をんとした

とき、次式で与えられる目的関数

rdet[KF.+ Kr，(N)] (λ，> 0) 
叩)・1 心 U 且

lO (λ1孟0)

を、市IJ約条件

(25) 

N~並n 当 N' 話 N'm.， i -1，・・，m (26) 

の下でGAを用いて般大化している (詳細は[3]を参照)0fig.lとは

形状・寸法が若干災なるケーブル構造モデルを用いている。

3.5 解析条件

手法(l)-(IV)で用いた荷重条件、自己釣り合いモードなどの解析

条件をTable-3，4に示す。

Table-3 : Conditions of Analysis， etc. (method (1)，但)) 

Method Model Mode Load 
Structural Sub-ordinate 
Analysis condition 

(1) fig.l a ①②③ 
Linearl 

Inl=l.Ox 10匂fNonlinear 

(II) fig.l a，b，c ①②③ 
Linear/ 

Inl=l.Ox 10匂fNonlinear 

Table-4 : Conditions of Analysis， etc. (me白od(sl)，(IV) ) 

Method Model Mode Sub-ordinate Condition 

(III) fig.l 巳

(IY) *2 E a s e l : MN1mm hin = 0 5 1 f ， ANF1間聞=3.0tf 
case2 : N'_，_=1.5tf， N'_._=3.0tf 

勺:a slightly different model is used in [4) 
勺:5 independent modes exsist 

4. 結果

Table-3，4に示した解析条件の下での手法(I)-(IV)による最適化解

析結果をTable-5，6，7，8に示す (表中には図番号向ふ24を娠つであ

る)。 また、(1)逆変分原型による最適化状態 (線型I~Iõ線型、荷重条

件①、②、③、表中のfigふ8)における荷重・変位曲線をそれぞれ

fig.3，4，5に示す。
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fig.3 : Load-Displacement Curve 
(Load Condition :①) 
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(I)百lClnverse Variational Principle 

Table-5 : The Optimal Tension [IO'kgf) and Displacement [cm] 

Method 

Linear Analysis 

(11) Minimization of Displacement Norm 

Nonlinear Analysis Analysis Linear Analysis Nonlinear Analysis 

Mode mode-a 

Load 

① 

mode-a mode-a mode-a 

lig_6 lig.9 fig.12 lig.15 

d dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz 

Node:l 。 。 -7.63 -2.47x 10.2 。 ー7.04 。 。 ー7.63 -2.47x 10.2 。 ー7.04

Nod巴:2 。 。 ー7.63 2.47x 10.2 。 ー7.04 。 。 ー7.63 2.47x 10.2 。 ー7.04

Load 

② 

fig.16 

d dx dy dz dx dy dz dx dy dz dx dy dz 

Node:l 。 。 -5.7l 2.07x 10.1 。 -5.36 。 。 -5.71 2.07x 10・1 。 -5.36 

Node:2 。 。 5.7l -2.07x 10.1 。 5.36 。 。 5.71 -2.07x 10・3 。 5.36 

Load 
③ 

d 

Node:l 

Node:2 
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Table-6 : The Optimal Tension [l04kgf] 

Methω 
Method 

(Ill) Maximization of 
the least natural frequency[2] 

【Jz
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-1.66 

む
一

o
一O ;
 

-
n
u
-
A
U
 

-
-E
a
-
-
a
s
 

-
-
x
-
x
 

d
一
1
一
8

-
0
0
一

句

F

J
 

一
7
±
b

-
A
坤

-
q
'U

z
--u一
0

1
 
t
，

5
-
1
 

dz 

5.17 

-9.80x 10・1

T'able・7: The Optimal Tension [ぽtonl]

(IV)A Variation of the GAs [4] 

Mode 

lig.18 

Mode case mode-c 
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Table-8 : The Optimal Tension [l04kgf] and Displacement [cm] 

M仙 odI (11) Minimization of Displacement Norm 
Analysis 

Mod巴

Lincar AnaJysis 

mode-b I mode-c 

Load 
② 

Load 

③ 

d I 仕r

Nodc:l I 0 

Nod唱:2I 0 

山

一
o
一O

話井」
-K

一o
一O

dz 

-6.91 

-0.875 

5. 結果の比較及び考察

5.1 手法(1)，倒)の比較

幾何学的非線形モデルにおいては、 荷量方向以外の変位成分が問

題になる。手法(11)ではこれらの変位成分についても最適化の対象

となるため、 全ての節点に紋荷されているようなモデル (ここでは

荷重条件l、2)でも2つの手法による結果に差が出ることが予想

される。本論文で用いたモデルでもそうであるが、多くの場合荷重

方向の変位が他方向に対し支配的である (本論文の例ではオーダー

にして 10倍-100倍〉。 このことが二つの手法の結果に差が出な

かった理由のーっと考えられる。

(iii)解析に用いる自己釣り合いモードの違いについて (tig.21・24)

同ーの最適化手法で、用いる自己釣り合いモードが異なる場合を

比較する。mode-bでは5つの独立モード全てを用いているのに対

し、 modc-cでは対称性のある 2つのモードのみを用いている。

逆対称性を持つ荷重条件2では同じ結果が得られ、非対称な荷重

条件3では結果が大きく奨なっている。

この結果から言えることは、対称性の5齢、問題では対称モードを

利用することにより少ない自由度数で計算が行える可能性があると

いうことである。本論文の例では2つの対称モー ドで5つの場合と

完全に同じ結果を得られたが、最低いくつの対称モードを用いれば

よいかを定量的に決定することは今後の課題である。

5.2 手法但1)と手法。)，(11)との比較

手法(111)においては最小固有振動数を最大化している。文献[2]で

はこの固有振動数に対応する振動モー ドは明記されていないが、

tig.18とtigム12はかなり近い剥l力分布を示している。

振動モードと荷重による変位を対応させて考えれば、文献[2]の固

有振動数に対応する振動モー ドは、荷量条件1に対する変位モード

と類似したモー ドであると推察される。よって手法(111)による結果

(tig.18)は手法(I)，(I1)の荷重条件lに対する結果(tigふ12)と比較する

のが妥当である。

手法(111)による結果は、これら(I)，(Il)による結果と一致していない

が、差は小さい (張力の比にして 5%程度)。このことから、固有

振動数最大化では固有振ifUJモードに対応するような荷重に対して最

適化が行われているということが出来る。

(り線型モデルについて(tigふ8，12・14)

荷重条件 1， 2についてはほぼ閉じ結果が得られているが(tig.6，7，

12，13)、荷重条件3については全体的な傾向は似ているものの異なっ

た結泉が得られた。理由として考えられることを以下に述べる。

手法(1)の逆変分原理は、 「最小ポテンシャルエネルギー原理Jを

考慮すると次のように言い換えることが出来る:

「釣り合い条件を満たす変位のうち、外力による仕事を

最小にするような設計変数 (の組)が最適解を与える」

即ち逆変分原理では、越盗節阜の桁ffi"1ヲ由宏伸を最小イヒしているこ 手法(IV)による段通化の結果(tig.19，20)をみると、張力 (の一部)

とになる。これに対し手法(11)の変位ノルム最小化では、戦術 ・非 の値が制約条件の上限 ・下限値に 「張り付いて」いるのが分かる。

載荷に関わらず会アの筒占恋仲の本主主を最適化の基準としてい 即ち、 手法(IV)による解は、いわゆる極値による停留解ではなく、

る。よって非戦荷節点が存在する荷量条件3では2つの手法による 制約された解であることが分かる。 H~j盆モデルの形状 ・ 寸法は異な

結果に差が現れたということが出来る。 るが、目~J約条件を緩和し、手法(りぶりと閉じ条件を与えた場合には

5.3 手法(IV)と手法①，(ll)との比較

類似した結果が得られた可能性がある。

(ii)幾何学的非線型モデルについて(tigふ11，15・17)

解析条件が対応している線型の場合と比べると、殆ど差のない 5.4 自己釣り合いモードの直交性について

結果になっている。本論文で用いたモデルでは、変位がスパンに対

しおよそ 1/40になっている (figふ5)。従って本例に示す程度の幾何 自己釣り合い張カモードを決定する際互いに独立なモードを正規

学的非線型の問題においては、最適化計算のための構造解析部が線 直交化して抽出する事が多いが、これはモードの正規直交性により

型解析で充分であると考えられる。 種々の迎論計算が単純化されることが期待できるからである。しか
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し手法(11)の変位ノルム最小化においては正規直交性は必要なし、。 本研究は文部省科学-研究:lN正盤研究A(2)(課題番号08405037)の

また対称性に基っ・いた直感的に理解しやすいモードは力学的解釈を 助成を受けて行L、ました。ここに記して謝意を表します。

大いに助けるものであるが、それらのモー ドの組み合わせは互いに

直交するとは限らない。一方逆変分原理による定式化(3.1節)におい 参考文献

ては式(8)の導出にモードの正規直交性を用いており、計算上変数民

がモー ド毎に分離できるというメリッ卜がある。

6. まとめ

おわ りに

逆変分原型を、微小変位及び幾何学的非線型問題として

ケーブル精進の最適自己釣り合い張力決定問題に対し

定式化した。

手法(l)，(ll)の類似点、相違点を考察した。

水平スパンに対し鉛直変位が1/40程度の問題に対し本例

のような単純な荷重条件下では線型計算aでも充分な最適

化が行える事が分かった。

対称性の日郎、問題では、対称モードを利用するとより少

ない自由度数で計算が行える可能性を示せた。

振動固有値による最適化と荷重を考慮した最適化との

対応関係について考察した。

本論文作成中に共著者の半谷裕彦教授が他界されてしまわれまし

た。本研究は、半谷教授の御指導と情熱がなければ遂行し得なかっ

たものです。ここに謹んで御冥福をお祈りいたします。
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OPTIMIZATION FOR INTIAL TENSION FOR CABLE STRUCTURES 

一-COMPARISON OFFOURANALYTICALPROCEDURES-

SYNOPSYS 
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MingerWu・2

Ken'ichi Kawaguchi・3

Yasuhiko Hangai・4

In this papcr， Four different aJ凶Iyticalmelhods to oblain the optimal self-eqllilibrated tension of cable stmclurcs are compared. Th巴methods3rc based on (l)the 

lnverse ぬriationalPrinciple[ 11， (lI)Mininuzalion of displacement normllsing nOJuinear programming， (IlI)MaxillUzation of the least natural freqlleney[2][3)， 

and (lV)a、ariationof lhe GAsI4)， respcctively. (1) and (11) are rurthcr extended to include nOJUinear s凶 cturalanalysis. Formation for nOJUinear problems ofthe 
method (1) is established for cable stmctures. The anarytical cable stmct町emodel in the paper has five indepcndent pre-Slress modes. The identical model is 

calclllated in the melhod (I)，(I[)，and(lIl)， wlule lhe slightly different model is lIsed in the method (lV). 

The differcnces in the fOI町methods，efficiency of linear stmctura 1 analysis， the relation between山 method引1)and load conditions， and the advantage of the llSC 

of symmetric pre-stress modes for synunetric probrerns are discussed 
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