
膜構造物の静的載荷時の剛性を考慮した

初期応力・裁断膜形状最適化

大崎純*l， 山川 誠心

梗概

骨組で支持された膜構造物に対し，静的剛性の指標としての外力作用時の仕事畳(コンブライアンス)を考慮し，可展条件

を用いた 2段階の応力 ・裁断膜形状最適化手法を提案する。有限要素法を用いて離散化された膜面の初期釣合い形状とそれ

に対応する応力を最適化するとき，応力と釣合い形状を独立な設計変数と考える と， 設計変数が多 くなり，最適解への収束

性が悪くなる。そこで，本論では， 2段階設計法の上位レベルの問題として，節点座標と目標応力レベルのみを設計変数と

した「コンブライアンス最小化問題Jを考える。このと き，各要素の応力は，コンブライアンス最小化問題で決定される形

状の下での応力レベルからの偏差量を最小化する下位レベルの「応力分布最適化問題jによって決定する。この過程で，曲

面が平面裁断膜から形成されるための可展条件を用いるため，得られた応力と形状の実現性が保証され，裁断III形状を容易

に求めることができる。

1.序

骨組構造物やトラスの構造設計法と比較して，膜構造物の設計法は

十分に確立されているとは言い難い。通常，膜構造物の設計では，ま

ず，境界形状及び自己釣合い時初期応力分布を与条件とし，その釣合

い形状を求める原形曲面解析により，内部形状が決定される [1-6J。初

期応力としては，等張力分布を与える例が多いが，その場合には，内

部形状の自由度が極めて小さくなる。釣合い形状は，シェル構造物の

応力分布最適化や[可， force density method [8Jを拡張した方法 [9-11J

によって求める ことも可能である。原形曲面が得られると，測地線方向

に裁断線を決定することができる [12-14J。しかし，デザイナーの希望

する形状が等張力曲面と大きく異なる場合，その形状を実現する上で

の応力を変更するための合理的な指針を得る ことは，困難である。

膜構造物は，平面形状を有する裁断膜を張り合わせて構成されるた

め， 釣合い形状は，平面状態を初期値とした非線形形状解析によって

求められなければならない。坪田ら [15Jは，無応力状態での裁断膜を

与えて，張力導入時の膜応力及び釣合い形状を求める初期釣合い形状

解析法を提案した。また，裁断膜の境界付近の要素の応力を指定して，

内部節点の位置及び内部要素の応力を未知数とし， 応力が指定値に近

いよう な裁断膜形状を求める手法を提示した [16Joしかし，上記手法

では，非線形釣合い形状解析を繰返し実行しなければならない。

一方，大崎ら [1可は，三角形一株応力の有限要素を用いてモデル化

された膜構造物に対し，デザイナ}によって指定された初期釣合い形
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状を実現し，かつ初期応力が指定値に近いような裁断膜形状及び最適

応力を求める逆問題型の形状指定設計法を提案した。本手法を用いる

と，最も望ましい応力分布に近い最適応力と，それを得るための最適

裁断図を，繰返し非線形形状解析を行なわずに直接的に求めることが

できる。さらに，初期釣合い状態での有限要素の節点位置を変数とし，

上記形状指定設計法を用いて得られる最適応力及び最適裁断膜形状の

感度解析を実行することにより，初期釣合い形状がデザイナーの指定

した形状に近く，かつ応力の指定値からの偏差是が小さいような裁断

膜形状を求めるトレードオフ設計法を提案した。しかし，その手法で

は，応力分布を決定する際に，風荷重，雪荷重などの付加荷重に対す

る剛性が考慮されていない。

膜構造物は柔な構造物であり ，面外力に対する変形が大きいので，通

常幾何学的非線形性を考慮して応答量を評価する。したがって，静的

外力に対する応答量は，釣合い形状のみならず，初期応力にも依存す

る。そのため，現在用いられている設計法では，外力作用時の変形及

び応力変化が大きいとき，目標応力分布を変更して，非線型形状解析

を再度実行しなければならない。しかし，目標応力の変更方法につい

ての指標が明らかでないため，このような設計法は極めて非効率的で

ある。Uetaniet al. [18Jは，形状が指定分布に近くなるよう に応力比

を決定し，さらに，静的外力に対する最大変位が上限値以下となる よ

うな応力レベルを求める手法を提案した。しかし，その手法では，設

計変数の自由度が極めて小さく，可展条件 [17Jも考慮されていなし、。
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図上 HP型膜構造物の有限要繁分割例
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図 2目局所座標系とそれに対応する節点変伎の定義

本給では，静的剛性の指標として，外力作用時の仕事量(コンブライ

アンス)を考慮し，可展条件を用いた 2段階の応力 ・形状殺害十法を提案

する。

2.釣合い条件と可展条件

本節では，次節で用いる基礎式と記号の定義のため，初期釣合い状

態で満たされるべき条件を示し，膜面が平面裁断膜から構成されるた

めの可展粂件 [17Jの概要を述べる。

図 1に示すように，膜面を一様ひずみの三角形有限要素を用いてモ

デル化する。三角形要素の3つの節点を久j，kとし，節点4を原点とし

て局所座標x= (x，y)を，張力導入後の釣合い状態に対して図 2のよ

うに設定する。

ベクトルあるいは行列の転置を ()Tで表わし，局所座標系に関する要

素ひずみベクトルをど ={E:x， E:y， IXy}Tとすると，X， Y方向ひずみら，

ι及びせん断ひずみIXνは要素内で一定である。商内の節点変位の自由

度は6であるが，相対変位のみで要素の変形状態は記述できるため，節

点tの X，y方向変位及び，節点1のu方向変位を拘束したモデルを考

える。このとき，節点変位ベクトル ポは

ut' = {U;1 Uk， 九 }T

で表わされる。'1Lj，'1Lk及び%の定義は図 2に示したとおりである。 g'

とuの関係を次式で表わす。

g' = CU' 

ここで，三角形要素の面積を Aとすると， Cは

噌 I Yk一世i Yi -Yj 0 I 
C=」ー I 0 0 X; -Xi I 2A I -J  -， I 

L Xi -Xk Xi -Xj Yi -Yj J 

で定義され [19J，(Xi，Yi)は節点 tの局所座標である。節点 j，kについ

ても同様である。

膜材料は一般に直交異方性体であり，弾性係数が最大及び最小とな

る主方向は，局所座標系とは必ずしも一致しない。しかし，以下では

y k 

y' 

x 

図 3:辺長変化及び角度変化の定義

簡単のため，釣合い状態での局所座標が主方向に一致するものとする。

本論で提案する手法は，主方向と局所座標との変換を考慮した場合に

も拡張できる。

x 

X，百方向の応力をむ，円とし，せん断応力をTxyとする。また.X， 

u方向の弾性係数を Ex，Eνとし，Ex >Eνとする。せん断弾性係数を

G，ポアソン比をlJXY1 1匂zとし，

μ= Ex/Ey， κ= G/Ey (4a，b) 

の記号を用いると， σeと♂の関係は

σ・ = DE:< (5) 

【 | μ μ ν'xy 0 I 
D=ァニJL..，-I j.Lvx!J 1 0 I (6) 

l-Uν士山 I I 
~. xy L 0 0κ(1ー μV;y)J 

のようになる [19J。ここで，ぬνとννzの間には，Eylノyx= ExV:xyの関

係が成り立つ。

等価節点力?とσeの関係は，

f< = tACTσe (7) 

で表わされる。ここで， tは膜の厚さである。 (7)を通常の有限要素法

の手法を用いて重ね合わせることにより，系金体の釣合い式

P=Bσ (8) 

)
 

噛
目
ゐ(

 

が得られる。ここで， P及ひのσはそれぞれ系金体の外力ベクトル及び

応力ベクト ルである。また， Bは釣合い行列であり，自己釣合い状態

では P=oである。

次に，三角形要素の角度及び辺長の変化をσeを用いて表わし，張力

を解放したときに裁断股が平面形状をなすための条件(可展条件)を

導く。

図3に示すように，釣合い形状での節点tを原点として，辺ikの方向

の座標を X*， それと垂直な座標をγとする。 (X，官)座標系から (xぺy.)
座標系への変換行列を Tkiとする。 Tjkについても同様である。以下で

は，T仕及びTjkの第 T行s列成分をそれぞれTJf及びTffで表わす。

辺 ij，jk， kiの釣合い形状での長さをそれぞれ L中 Ljk'Lμとし，

張力導入による辺 kiの長さの変化を，図 3に示したようにOLkiとす

る。他の辺についても同様である。ここで，微小変形の仮定により，

oLり<<Lij等が成立するものとし，釣合い形状での節点tにおいて，辺

ijと辺 kiのなす角度をOiとする。図 3に示したよう に，張力解放後

の節点 kとf輸の距離をoLtiとする。微小変形の仮定より ，OOiは

(2) 

(3) 

五r，f.
OOi = v~ki 

.lJki 
(9) 
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により計算できる。oBj及びoBkについても同様である。

以上より，張力を解放したときの辺長及び角度の減少量を正とする

と， 辺長変化量及び角度変化量と節点変位の関係は次のように書くこ

とができる。

OLki = -TNuk -TN世K

OLjk =勾fuJ一勾;Uk- Tf;Vk 

OLij = -Uj (10a-c) 

LkiOBi = -T~{叫k-TおVk

LjkoBj = T?;也j- T?tUk -Tg;Vk 

oBk = -oBi -oBj (l1a-c) 

(10a-c)及び(l1a-c)より ，張力を解放したときの角度及び辺長の変化

量を，節点変位の 1次式で表現することができることがわかる。(10a-c)

及び(l1a-c)をまとめて次のよ うに書く。

oL' = G'U' 

oee = Heue 

(2)，(5)， (12)， (13)より，辺長及び角度の変化量と要素応力の関係は

次のように書ける。

oL = GC-1n-1σe 

oe = Hc-1n-1σe 

膜応力を取り除いたときに，各要素を結合してすき間のない，かっ

重複することのない裁断膜が形成されるための条件は，内部節点まわ

りの角度の総和が2宵となること及び，膜要素聞の辺長が適合すること

で表現できる。支持機造物に接続する境界上ではこの条件を満たす必

要はない。また，裁断上では辺長の適合条件のみを満たす必要がある

ものとする。以上より，可展条件を応力の線形関係式で次のように表

わすことができる。

辺長適合条件式 Gσ =0 

角度適合条件式 Hσ =h 

3.静的剛性を考慮した形状・応力最適化手法

要素の商外変形も考慮した， 9自由度の節点変位ベクトルに関する

線形剛性行列を KI， とする。また，ラグランジュ型の定義を用いると，

初期応力にともなう幾何剛性行列は，次式で定義される [20，21]。

Ka = tACI80Cd 

ここで，Cdは要素節点変位と変位勾配を関係づける行列であり，次式

で定義される。
1 

Cd=2A [ Cdi Cdj Cdk] 

Yj -Yk 
。 。

Xk -Xj 。 。
Cdi = I 

。 Yj -Yk 
。

。 Xk -Xj 。
。 。 Yj - Yk 。 。 Xk -Xj 

Cdj = 

百k-Yi 。
Xi - Xk 。
。

Yk - Yi 。 Xi -Xk 。 。
。 。

Yi -Yj 。
Xj -X、 。
。

Yi -Yj 。 Xj -X包。 。
(22) 

。
。
。
。

Yk -Yi 

Xi -Xk 。
。
。
。

Yi - Yj 

Xj - Xi 。。
。。

(21) 

Cdk = 

o 0 
Txy 0 

σ ν O  

。
。σz 

Txy 。
80 = I ~ 

。
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(23) 

(12) 

(13) 

自己釣合い状態にある膜面に，風荷重や雪荷重を表わす節点荷重ベ

クト jレP を作用させたときの節点変位ベクトルを U とする。このと

き，付加変位が微小であるという仮定の下で， Uは次の線形近似式で

計算できる。

[KL +Ko]U = P (24) 

(14) ここで，KL及びKoは，それぞれKI，及びKaを重ね合わせて得られる

(15) 系金体の線形剛性行列及び幾何同IJ性行列であり ，Kcはσの関数である。

コンブライアンス W は，付加荷重によるの外力仕事あるいはひずみ

エネルギーの 2倍であり，次式で定められる。

w =UTp 

= UT[KL + Kc]U (25) 

(16) 

W が小さいことは，作用荷重に対する変形が小さいことを意味する。

したがって，wは釣合い状態における静的剛性の指標と考えられる。

膜構造物の初期形状と応力を，静的岡IJ性を考慮して最適化するとき，

応力と形状を独立な設計変数と考えると ，設計変数が多くなり，最適

(17) 解への収束性が悪くなる。そこで，有限要素の節点座標と目標応力レ

ベルのみを設計変数とした 「コンブライアンス最小化問題Jを考える 0・

このとき，各要素の応力は，コンブライアンス最小化問題で決定され

る形状の下での応力レベルからの偏差量を最小化する「応力分布最適

化問題」によって決定するものとする。このような 2段階の最適化手

法を用いる ことにより，収束性を向上させることができる。

第4要素の X，Y方向応力及びせん断力を，それぞれσx.， σ肝及び‘アxy.

とし，応力分布最適化問題を次のように定式化する。

(18) 

(19) 

応力分布最適化問題

境界と内部の節点座標，裁断線及び目標応力レベル九0，円。

が与えられたとき，釣合い条件 (8)及び可展条件 (16)，(17) 
満たし，偏差量

R= ~ t{(σ町一σxo)2+ (CTyi一円。川ふ} ロ

(20) 
を最小化する最適応力ベクトルuを求めよ。

ここで， mは要素数であり，せん断力は Oに近いのが望ましいものと

する。

n
d
 

n〈
U



KLはX[の関数であり.KGはX[とσの関数である。また， σは応力

最適化問題の最適応力uとして定義され.UiJf X[の関数であることを

用いると.(36)より.X[の第i成分Xufこ関する感度係数は，

釣合い式(8)及ひ可展条件(16).(17)は応力の線形関係式なので，こ

れらをまとめて

δW __'" IθK[， δK口紅θKr.低 |一
一一一 =-U'ト一二+----+ ) 一一二一ーム IU
θXu - - IθX[i θXμ 白向 θXμ I-

(27) Qσ =d 

のように表わし，次のようなラグランジュ関数を定義する。
(37) 

のようになる。ここで，o"jはuの第j成分である。また，応力レベル

目。およひ'円。に関する感度係数は.KLがσに依存しないため，

(28) ロ=R+入T{Qσ-d} 

「勺

(38) 

(39) 

を用いて計算できる。

「応力分布最適化問題Jの停留条件 (31)をXμで微分して整理する

ことにより，次式を得る。

U

U
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2
h

・
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一九

W
一句

ここで， 入はラグランジユ乗数ベクトルである。このとき，最適応力ベ

クトルuは，次の停留条件を解くことにより求められる。

(29) 

(30) 

目的関数Rは応力の 2次式であり，制約条件は応力の 1次式なので，

停留条件 (29).(30)は応力の 1次式である。以上より，次の最適性条

件が得られる。

[ ~ ~T]{ σ \=f σ。 )
Q 0 J l入J l d 

ここで.1は単位行列であり，σ。は目標応力をならぺたベクトルであ

る。線形連立方程式である最適性条件 (31)を一度解くだけで最適応力

分布が得られるため，この過程での計算量は極めて少ない。また，。

は，指定値 XI，σxo，円。を定めることに決定されるため，それらの関

数である。

次に，応力と応力レベルに関する制約条件の下で，コンブライアン

スを最小化するような内部節点座標と応力レベルを求めるための問題

を考える。応力に対する指定された上限値及び下限値をそれぞれ()U

及び()Lで表わし.i応力分布最適化問題Jの最適応力の各成分を()で

表わすと.iコンブライアンス最小化問題jは次のように定式化できる。

n
u
n
u
 

--一一

日一

P
U
R
-入

。-3
0
一θ

(40) 

~T l {ま)
= {ム}-[ム

(31) 

応力分布最適化問題の最適解。とそれに対応するラグランジュ乗数え

が得られているとき.QとXJの関係は定殺されているため.(40)を

解いて 8d'j を計算することができる。ここで. (40)の左辺の行列は，
θXμ 

(31)を解いた段階でLU分解されているため，この段階での計算量は

緩めて少ない。

同様に，停留条件(31)を向。， σ抑でそれぞれ微分することにより次

式を得る。

コンブライアンス最小化問題

境界形状及ぴ裁断線が与えられたとき.i応力分布最適化問

題Jの最適応力および応力レベル和に関する制約条件

(41) 

θd'j 8d' 
線形連立方程式(41).(42)を解くことにより 一一 一ょが得られ，応

θσxo θσν。
カレベルσxo. 円。に対する目的関数の感度係数 (38).(39)を求めるこ

とができる。

感度係数が得られると，数理計画法の 1つの手法を用いて，コンブ

ライアンスを最小化する内部節点座標と目標応力レベルを求めること

ができる。

(42) 

て1{自={号)

Yllzj=(号)

(32) 

(33) 

(34) 

U _L σ $ Uxiくσσ くO"viく σ一_;;;~X ， νー ν-"-y 

|子~yil ~ r;;， 
向。 +σνo~σf

を満たし.(25)で定められるコンブライアンスを最小化する

σxo，円。及び内部節点座標ベクトル XIを求めよ。

この設計問題は非線形最適化問題であり，感度係数を用いた段通化

アルゴリズムに基づき最適解を求めるため，以下では，目的関数及び

帝1)約条件の設計変数に対する感度係数を求めるための式を導く。まず，

目的関数であるコンプライアンスを次式のように変形する。

W = 2 ( 
UTp -~ UT仇 +KGJU) (35) 

X[の1つの成分あるいは 1つの応力レベルに関する微分を()'で表わ

す。(35)を設計変数で微分し.(24)を用いることにより，目的関数の

感度係数は次式で計算できる。
4.例題

スパン 800cm，ライズ 320cmの骨組で支持された対称、な HP膜構

造物を考える。ここで.X，百方向弾性係数はそれぞれ 8225.0，2725.0 

kgffcm2，せん断弾性係数は 712.5kgfcm2，ポアソン比は0.3とし，膜厚

を0.08cmとする。また， σf=σ;=20.0kgf/cmRσど=σf=200.0

kgffcm2， T，fy = 5 kgffcm2，σr=1250kgf/cd 

ー34-

(36) 

W' = 2{ U
，T (pー伴L+KGJU)一juT仲 KoJU}

= -UT[K~ + KoJU 
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図 4・平面図
図 5:裁断図

図6・立面図
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図 7:x(縦糸)方向応力 図 8:y(横糸)方向応力

内部節点の Z座標と裁断線上節点の Y!A標とする。さらに，コンブラ

イアンス最小化問題の解は，逐次2次計画法を用いて求めた。

鉛直方向の節点荷重を 100.0kgfとしたときの最適自己釣合い状態及

び裁断図を図 4~8 に示す。また，段適解における諸量を，表 1 ， 2の

Case (a)に示す。ここで.(T xo = 20.0，σ抑=105.0 kgfjcm2であり，岡IJ

性を高めるためには，弾性係数の小さいu方向(横糸方向)の応力を大

きく することが有効である。

最適解の特性を考察するために，以下の 2つの最適解での諸量を表

1，2の(b)，(c)に示す。

Case (b)円。=円。 =62.5 kgf/cm2に固定したときの最適解。

い
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図 10田裁断図

図 9平面図

図 11 立函図
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2 

図 12:x(縦糸)方向応力 図 13・y(横糸)方向応力

Case (c)コンブライアンスは考慮せず，円。 =σν。=62.5 kgfjcm2 

とし，応力偏差量を最小化する等張力曲面に近い最適形状。

Case (a)， (c)を比較すると，X， Y方向の両方を含めた平均応力はほ

ぼ等しいが， (a)でのコンブライアンスは (c)の場合よりかなり小さい

値となる。ゆえに，本手法を用いれば，等張力曲面とするよりも剛性

の高い自己釣合い状態が得られる。Case(a) ，(b)を比較すると.(a)で

は(b)の場合よりも平均応力が小さいにもかかわらず，コンブラ イアン

スが小さい値をとり，なおかつ応力の標準偏差も小さい値をとる。ゆ

rD
 

q
d
 



表 1:最適解でのコンブライアンスと応力の平均値

Case コンブライアンス z方向平均 u方向平均 平均

(kgf. cm) (kgf) (kgf) (kgf) 

(a) 9875.0 27.773 101.66 64.718 

(b) 10343.8 38.109 109.93 74.020 

(c) 21009.0 62.633 62.430 62.531 

(d) 10580.0 130.19 41.526 85.856 

(e) 1289Q.4 29目338 62.208 45.773 

表 2'.最適解での応力の標準偏差

Case z方向標準偏差 u方向僚準偏差

(kgf) (kgf) 

(a) 11.280 19.647 

(b) 21.234 39.848 

(c) 5.4382 3.7679 

(d) 8.9141 24.558 

(e) 6.9912 5.5744 

えに，応力レベルも2宣言十変数とすることにより，同l性を高めることが

でき，なおかつ応力のばらつきを減少させることができる。

次に，弾性係数を変更した以下のような Case(d)， (e)を考える。

Case d Case aにおいて x，y方向弾性係数を逆にした場合，すなわち

x，y方向弾性係数をそれぞれ 2725.0，8225.0 kgffcm2，とした場

合の最適解。

Case e Case aにおいて，繊維方向のせん断力γ円だけではなく，最大

せん断力をも制約した場合の最適解。

Case (d)， (e)の最適解での諸f置を表 1，2に示す。また， Case (d)， (e) 

の最適自己釣合い状態および裁断図をそれぞれ図 9-13及び図 14-18

に示す。 Case(d)においてはσ%0= 105.0，σ抑=20.0 kgffcm2となり，

表 lからもわかるように，裁断線の方向を変化させていないにも関わ

らず，弾性係数の小さい z方向に応力が集中する結果となった。 Case

(a)の結果も考慮すると，剛性を高めるためには弥性係数の小さい方向

の応力を大きくすることが有効であるといえる。

ところで，膜構造物では大きなせん断力が発生しない方カ望ましい。

そこで， Case (a)のように繊維方向のせん断力を制約するよりも，最

大せん断力を制約した方がより望ましいと考えられる。第i要素の最

大せん断力をTfMとすると t Ti
maxの絶対値は次式でま主義できる。

|門 =v(宅生)¥すが (43) 

以上より ，Case (e)ではコンブライアンス最小化問題の制約条件(32)-(34)

に加えて次式を与える。

l1"imaxl :5 T:!tn.x (44) 

Irtaxlを制約することにより， σ剖とσ"との差を制限できる。 r::'t.¥x= 

20.0 kgffcm2として最適解を求めた結果，目標最適応力レベルの最適

値はσ200 = 21.5，円。=64.0 kgffcm2であり，表 1より，各繊維方向

応力の平均値の差は Case(a)と比べて小さくなっていることが確認で

きる。

険

図 15:裁断図

図 14:平面図

図 16:立面図

-
6250kgffern2 6250kgffern2 

図 17:x(縦糸)方向応力 図 18:y(横糸)方向応力

5. 結論

本論で得られた成果は以下のとおりである。

1.境界形状および裁断線が与えられた膜構造物に対し，静的載荷時

の外力仕事(コンブライアンス)を最小化する初期応力と形状を求

めるための，2段階の最適化手法を提案した。

2.本手法では，曲面が平面裁断膜より形成されるための可展条件を

用いているため，最適裁断形状を直接的にに得ることができる。

また，指定応力レベルに対する最適応力は，逮立 l次方程式を解
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いて得られるため，応力と形状の全てを同時に設計変数とする場 [9] R.B. Harber and J.F. Abel， Initial equilibrium solution methods 

合と比べて，本手法は計算時間と収束性の面で優れている。 forcable reinforced members， Part 1 -Formulations， Comp. Meth. 

3.HP型朕構造物では，弾性剛性を向上させるためには，検糸方向 Appl. Mech. Engng， Vol. 30， pp263-284， 1982. 

の応力を大きくすることが有効である。 [10] K-U. Bletzinger， Shape optimization by homotopy methods 

4.繊維方向のせん断力に関する制約に加えて，最大せん断力の絶対 witl1 special application to membrane structures， in: Proc. 6th 

値に関する制約を与えることにより， 2方向の応力の平均値の差 AIAAjNASA/ISSMO Symposium on Multidisciplinary Analysis 

を小さくすることができる。
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Optimization of initial stresses and cutting patterns of 

membrane structures considering stiffness under static loads 

SYNOPSIS 

Makoto Ohsaki *1 

Makoto Yamakawa *2 

Optimal cutting patterns and the optimal initial stresses of a frame-supported membrane are found considering the stiffness of the membrane 

under specified static loads. The explicit developability conditions are used for a curved surface to be reduced to a set of plane cutting patterns 

after removing the initiaJ stresses. In the first sta基eof the proposed method， an inverse problem is formulated to directly自ndprestresses as 

weJl as the cutting pattern for specified nodal coordinates and the strωs level at the equilibrium shape. Then an optimal shape and stress 

levels are found for minimizing the external work， where the stresses are found by solving the stress optimization problem in the first stage. 
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