
石鹸膜有限要素構造を先行状態とする

膜構造初期形状決定に関する考察
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すでに、任意の内圧を受げる任意の境界の石鹸膜形状の決定には、銭何剛性のみの毒事強力有限

要素{石鹸膜有限要素)構造としての接線剛性法による解析法が極めて有効であることが立証さ

れている.

しかしながら、得られた解は、等張力幽面として十分な収束状R震を示しでも、平面有限要素に

起因する不可遜的な残差不平衡力を有しており、このような状態を実剛性を持つ旗布陣進の初期形

状決定のための先行状態とした場合、残差不平衡カは、前提とする等強力からの強力偏差へと変

換され、若干の形状変化を発生することになる.

本研究は、これらの張力偏差と形状変化が実用的に十分に小さいことを検証し、石鹸膜形状解

析において確実に 0へと収束する不平衡カの法線方向成分を収束判定の指療とすることにより、

笑膜張付へと移行する曲面形状の収束段階決定の理論的態合性を得ることを目的とするものであ

る.

1 .まえカtき

有限の大きさの平面要素を用いての等張力幽面憎造

解析においては、会要繁等張力という条件下では、全

節点の不平衡力が完全に Oとなる厳密な平衡状態は存

在せず、各節点における法線方向の不平衡力はOに収

束しでも幽績が急変する郡分の緩平面方向の不平衡力

は、綬初の数回で激減した後は漸減傾向を示し、 一定

値以下となることはないが、以降の反復では、解幽面

はほとんど変化しなくなる現象が見られる。

ごのような状態を先行~XM として、実剛性のある綴

t構造の初期形状決定解析へ移行した場合、これらの不

平衡力は急激に0へと収束し、微小な節点変位と要素

変形により、新たな平衡状鰍が1号られるが、 石鹸織に

よる先行状態からの幽面形状の変化と各嬰紫聞の前提

とした等張力からの張力偏差が発生することになる。

従って、石鹸膜有限要紫を飼いた接線開性法による

膜憎造の初期形状解析手法の実用性の検証には、先行

石鹸膜形状からの形状変化と不可避的に発生する張力

偏差が、十分に小さいことを立証することが重要とな

る。

また、 後線剛性法の石鹸験健造の形状解析において

は、銀大不平衡カは数回の反復以降は漸減傾向を示す

ので、どの反復段階で実膜張付へと移行するかという

明確な判断条件としては問題があり、必要以上の反復

は、幽率の急変節分の節点が曲面内方向で周辺部へと

鉱倣移動するのみで、有限偶数の節点による幽面形状

の策定という観点からは、各節点の~灼等な配置が次

第に顕著となるので好ましくないことはあきらかであ

る.

本研究では、いくつかの試算の結果、媛大不平衡カ

の合力の残差が安定すれば、どの段階からでも実膜張

付による膜構造の初期形状解析へと移動しでも、石直曲

線による先行形状からの形状変化、強力偏差とも実用

的に十分に容認できる値となることを実証するととも

に、各反復段階における、不平衡カの法線方向成分を
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求め、その縁大f直の収束を以て石鹸股の収束と見なし、 三角形の頂点 iに対応する辺に沿う烈力NoI立、空事

実股解析移行への条件どすることを提案している。 張力をot、そのき量線の長さをaぃ垂線の足の左右

このことは、不平副首力の法線方向の成分が収束すれ の辺長をc，. d， (図ー 1)とすれば、

ば解曲面の函外方向への変化はなくなり .接平面方向

の残差不平衡力は、節点の面内移動要因となるのみで、

解としての曲面変化は微小となることからも妥当であ

り、統一理論による践例造の汎問解析法として、初期

形状策定のための合理性のあるアルゴリズムを作成す

ることが可能となった。

麟構造の石曲賞膜力学モデルによる

初期形状決定(等弧力曲面)

その等張力幽面と形状、節点力が

一致する実験要索への置換

(無重力跨の実践等張力幽函)

自鼠の付与 :思力場下の実膜形状

と応力

荷量戴荷あるいは内圧の加圧、減

圧勝の実膜形状と応力

図ーI膜構造形状決定、 t構造解析プログラムの涜れ図

2 三角形石鹸膜要素の筏線開性方程式について

共通座係系に関する袈索の節点ベクトルをU、要素

座棟系に関する要~ベクトル S として平衡力条件式を

u=αS )
 
-(
 

と表せば、その微小変動鼠の関係より 、石敵膜や車庫力

線Ut遣に見られるような、要索力開性のない費量何剛性

のみで婆!'-カが一定の場合

δu=δαS = Kcδu (2 ) 

要素の接線剛性方程式が{専られる。

N，=at (a，-c，/a，)/2 (3 ) 

となる。

\N~ d， め/
一N1 N， 

E;ヶ勺司3

図-2 辺方向の節点力

三角形要素の辺張力Nぃ N2、N3による接線幾何剛

性マトリックスは三辺をそれぞれ舶方向力部材と考え

たときの卜ラスプロックの接線幾何剛性マトリックス

と全く同ーとなる。

すなわち.辺 iの共通座標系に対する方向余弦を αf・

0ぃ了!とすれば、その一端をを固定した軸方向力部

材と しての後線銭何剛性マトリックスは

(1ーα2 _αβ-0 了 、

K ，= N ，/ 1， Iーα(3 1-(32 -(3y 1(5) 
l_α下一 βy 1 -y 2)， 

となり 、これを用いて、式 (2)三角形要素の接線開

作1i程式が次のように得られる.

iM1111Kん K3 K2 1 (δ11， 
OU21=1 Ks K，+K3 K， 11δ112 
δU3) l K2 K， K，+K2)、δU3

(6 ) 

3.内圧による薗外節点力と不平衡カの法線方向成分

一定内圧を受ける空気践の節点外力は、 一要素に作

用する内圧を3つの節点に等分したかたちのベクトル

積を、各節点についてかね合わせることにより算定で

きる。
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p=  (U2-U，) X (U3-U，) p/6 (6) 

また、空気膜僻造に作用する内圧を節点外力として

雌散化した場合、曲面形状に追随する非保存カとなる

ため、各反復過程における不平衡力を、幽面の法線方

向と接平面内方向に分解して等強力曲面解析における

収束過程を考察することは、極めて有用である。

bi 

C! di 

図-3 三角形要素の基本寸法

図~"3のような三角形要素において、 j->k の方向

余E査をαぃ i→ i .の方向余弦を 0，とすれば、この

要素に関する法線方向余弦は式(8)のように表すこ

とができる。

y，=α， x O! (7 ) 

D， = y ，/1 y， 1 ( 8) 

よって、各節点における不平衡カの法線方向成分は、

その節点において重ね合わされた全方向の不平衡カを、

法線方向余弦Dを重ね合わせた節点法線ベクトルで変

検することより算定できる

4.石鹸膜三角形要索により形成される曲面形状

三角形要索24個による正六角形ドーム

iE六角形の一辺を4m、単位幅膜張力をot = 25. 0 
kgf/mとして.内圧を10.0kgflポ与えて等張力曲面を求

めた。

ー103-

2 3 

。 ¥ 2 
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図-4 正六角形 ドームの節点番号

表-1 収束過程と巌大不平衡力(匂f)

反復回数 辺張力幾何剛性

l U F ¥ U F 2 

1 34.641 34. 641 

2 5. 242 5. 218 

3 0.978 0.956 

4 0.747 O. 182 

5 0.743 0.031 

6 0.744 0.005 

7 0.744 0.001 

8 0.744 0.000 

9 0.744 0.000 

表-1は収束過程の全方向(UF ¥)と法線方向 (UF 2) 

の掻大不平衡カを示している。

等張カ幽面を有限個の三角形平函石鹸膜要素で近似

する場合には、理論的には不平衡カは漸減して定値に

収束しでもOには成り得ないのだが、本手法によれば、

有意性を持つ法線方向成分の不平衡カが確実にOに収

束していることが分かる。

図-5 正六角形ドームの収束形状



5.要素力剛性の付与による残差不平衡カの要素張力

偏差への変換

要素剛性のない石鹸膜においては、等強力である石

倣膜応力oとその時点の要繁寸法によって要素カは決

まっても無応力時の寸法というものは存在しない、し

たがって、実験要素の要察力剛性を無応力時の寸法を

基準とする援線剛性と仮定すれば、置き換えるべき石

鹸績要素と要素カを等し くする実験要素の応力o.及

びひずみ Eは

0.= (1 + &) 0 

& = (1ーν)o./E 

より求めなければならない.

1 )実験要素の張り付け

(1 1 ) 

( 1 2 ) 

ここでは正六角形を96分割した場合について石鹸

膜と しての等張力幽面計算を行い、その反復回数 n=

1. 2. ・・ 10の各段階で等方性で費量性係数と膜厚

さの積がEt = O. 125tf!m.ポアソン比がO.6となる

膜要素を石鹸膜要繁と置き換え、膜構造としての無重

力時の形状を求めた。

図-6 初期形状

図ー7 収束形状

表-2のn=Oの縦列は、慣換前の石鹸臓機造(問自

何剛性のみ)としての不平衡力の収束形状、割問列はそ

の各阪東段階を先行状態とする膜要素電検後の収束状

況を示したもので、許容不平衡カはO.OOlkgfとしてい

る。
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袋一2実績要素置換後の阪東状況 (kg f) 

n 。 l 2 3 

全方向 量E方向

O F 0 10.825 10.825 

δFI 4.527 4.527 1. 200 0.091 0.009 

δF2 1. 309 0.946 O. 181 0.020 0.004 

δFa 0.905 0.222 0.058 0.007 0.000 

δF. 0.905 0.045 0.045 0.005 0.000 

δF5 0.896 0.020 0.040 0.005 0.000 

δFc 0.884 0.009 0.035 0.003 0.000 

δF7 0.870 0.004 0.031 0.003 0.000 

δFe 0.856 0.002 0.028 0.002 0.000 

δF9 0.842 0.000 0.025 0.002 0.000 

δF 10 0.827 0.000 0.023 0.002 0.000 

表一 3 節点の般大移動と最大応力偏差

n Ow  (0 t) 1 (0 t) 2 (0 t) 1・(0t) 2 

(mm) kgf!m kgf/m (kgf!m) 

98.58 31. 77 29.88 1. 89 

2 24.10 28. 29 27.83 0.46 

3 9.90 27. 12 26.95 O. 17 

4 7.50 27.01 26.83 0.18 

5 5.76 26.97 26.79 0.18 

6 4.67 26.95 26.76 0.19 

7 4.60 26.93 26.74 0.19 

8 4.00 26.92 26.73 0.19 

9 3.60 26.92 26.71 0.19 

10 3.20 26.91 26.71 0.20 

また、表一3はそれぞれの膜精進としての収束状態

にお付る先行状態からの節点の媛大移動.ow(mm).

各要素の銀大及び鰻小主張力 (0t) 1、 (0t) 2を示し

たものである.なおこの場合、石鹸臓の単位幅膜張力

25. 0kgf/mに対する実験情造としての張力は

式 (11)，(12)より 0.t=27.91kgf/mと

なる。



が、 2 閉までの範閉では、実膜張り付けf査の応力偏~

の伯、ぱらつき共に大きいが、 3回以後は隅角付近節

点を除き、応力偏差は小さくなり、ぱらつきがなくな

っていることがわかる.

6分担PJ単位膜張力25.0kgf/1則、内圧12.0kgf/1ポ
反復巨敵に対応する節点変位{叩)

阪t構造の無重力時の完成形状測定のための縫何開i性

のみの石敵膜形状計算，の反復回散は、不平衡力が急減

して安定するせいぜい4回位で十分であり、すなわち

不平種目力の法線方向成分が収束すれば、節点は毒事張プJ

幽面上にあり正解{直とすることができる。

これより膜要素剛性を付与して 1-2聞の反復でほ

ぼ均ーな主張力の目的状般が得られていることがわか

5 

0.0016 
0.0031 
0.0036 

数回復反

l 

O. 1034 
0.0956 
0.0839 

節点

番号

戸

h
v
a
n--
の
n
u

--a
の，
匂

内，

る.

この計算例より 、石鹸膜形状解析において確実に O

へと収束する不平衡カの法線方向成分を収束判定を行

った後、実践張付へと移行することは極めて合理であ

ることがわかった.

2 )要素カ剛性の付与による残差不平衡カの要素吸カ

偏差への変換

図-1 0に示したように石鹸膜構造がし 2回までの

反復計算でき経験要繁を張り付けても節点変位が大きく、

3回以上反復計策すれば、実膜要素の張り付け後、節

点の変位が小さくなることがわかる。

残業不平衡カに対応する応力偏業(kgf/m)

図ー 8のような初期平面に対して膜張カ25.0kgf/m， 

内圧12.0kgf/がとして、等破力幽面を求めたのちの実

線要~の張り付け、平衡カ (1収束誤差)と応力偏差、

平衡カ(収束誤差)と節点変位、反復回数と応力偏差、

反復伺数と節点変位の関係を調べた.

6分割l単位膜張力25.0kgf/m、内圧12.0同f/，ポ
反復回敢に対応する応力偏差{匂f/I吋 要素 不 平 衡 カ (kgf)

番号 2.487 0.796 0.282 0.279 0.277 

6 2. 13 0.6 0.29 0.29 0.3 

16 0.47 0.07 。0.02 0.02 
24 1. 76 0.39 0.08 0.00 0.01 

30 0.67 0.21 0.05 0.04 0.05 

34 0.21 0.03 。0.01 0.01 
36 0.02 。。。。

要素 反 復 回 数

番号 2 3 4 5 

6 2.13 0.6 0.29 0.29 0.3 

16 0.47 0.07 。0.02 0.02 
24 1.76 0.39 0.08 0.00 0.01 

30 0.67 0.21 0.05 0.04 0.05 

34 0.21 0.03 。0.01 0.01 
36 0.02 。。。。

'1¥ ~口市・JI (k .) 

2d'， ¥ 

30 、，;
、、 、.、ーー

'.6"-.... 、i. -- ~、._ ..11 ょ :
l~ o1" -..........ーι二‘ -，ー一一一?ー・ ' 
，1ー二斗二壬岳山:.::..:::=.""章一ー+一一-一一一一--i

? ~ d 5 Jliiit同豹

図-9 反1I回数と応力偏差

収F巨額差(不平衡11)と応カ偏差関一 11 図-9によれば、毒事張カ幽面解析における反復回数
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図ー 10 反復回激と節点変位



図一 11に示したように、石鹸目美術造の法線方向不

平衡力が収束しない状態で、実膜要素を張り付けると、

実膜の応力偏差が大きいが、石鹸膜t1t造の法線方向不

平衡力が収束すれば、実際張り付け後実践の応力偏差

が小さくなることがわかる.

3 )計算例

( 1 )周辺固定されたH形を三角形要素分割で、際線力

20.0kgf/mとして、内圧 15. 0 k耳f/m2 

を与えた石敵膜の収束形状より、 9単位係数と般原さの

商慣がEt=0.14tf/m、ポアソン比がO. 4と

なる膜要素を石餓麟要素と置き換え、膜術進としての

無重力跨の形状と 自重及び外力下での形状を求めた。

図ー 12 初期形状

図-13 無量カ時実膝曲面形状

図-1 4 重力作用時実膜曲面形状

図ー 15 自麗と荷重作用時実膜幽面形状

日形無重力時実験形状(図ー 13 )を先行状悠とし

て.膜自重力 10kgf/m2を与え.節点43.44.

49.50に垂直方向力8kgを与え.図ー 14のよう

な収束形状を得ることができ った。
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*-4 表-5

般大不平衡カ (kgf) 般大不平衡力(kgf)

匝置 H m iI H 庁5

I!t 目量

r DlI (量1) 実 E r 自E開 荷量作用

。2.400 0.3870 。0.477 8.000 
0.722 0.0006 0.068 25. 796 

2 0.398 2 O. 014 3.623 

3 0.097 3 0.002 0.380 

4 0.008 4 0.012 

(2 )周辺固定された十字形を三角形袈繁分割で、膜張

1} 20. 0 k g f /m として，内圧 1 5. 0kgf/m "~

tj えた石鹸膜の収束形状より、 5単位係激と膜厚さの摘

がEt=0. 14tf/m、ポアソン比がO.4とな

る膜要素を石敵駿要素と置き換え、 E費情造としての無

!fJ.J}時の形状と自重及び外力下での形状を求めた。

l宜1-1 fi 初期形状

図一 17 無重力時実験幽面IfW;

@-18 重カ作用時実股幽面形状

図-1 9 自!Iiと荷量作用時実脱幽蘭形状



十字形無重力時実膜形状(図ー 17 )を先行状態と

して.際自重力6kgf/m2'a:与え.節点25.33.

4 1に垂直方向力 15 k gを与え、図-1 7のような

収束形状を得ることができた。

表-6 表-7

最大不平衡力 (kgf) 震大不平衡カ (kgf)

重量 十字形 民世 十字形

目' 目量

r lill (総) 翼 E 自E作用 荷量作用

。5.400 0.642 。0.685 15.000 
2.458 0.020 I 0.107 4.856 

2 0.904 0.003 2 0.013 1. 484 
3 0.083 3 0.002 0.554 
4 O. 012 4 

(3 )周辺固定された菱形を三角形要素分割lで、際張力

20.0kgf/mとして.内圧 12.0kgf/m2

を与えた石鹸膜の収束形状より、 5単性係数とE草原さの

積がEt=0.15tf/m、ポアソン比がO.45 

となる膜要素を石申書膜要素と置き換え、対角線に線材

要素を与え、膜構造としての無重力時の形状を求めた。

図-20 初期形状

関一 21 変形無重力時実際曲面形状

表-8

短大不平衡力 (kgfj

u 菱 lf~ 
目量

r 石鹸膜 実験
(陸直方向)

。5. 774 0.357 
1 1. 301 0.01l 
2 0.442 0.001 
3 0.078 
4 0.017 
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6.結言

後線剛性t去によれば、三角形E算要素に関する媛線開

性方程式の接線幾何剛性部分のみを用いることにより、

全要素について張力一定となる石鹸膜等張力幽面を求

めることができる。従って、等張力曲面解析による形

状決定より、実剛性を持つ膜要素の付与、各種荷重に

対する変位応答解析に至る一連の流れを、すべて同ー

のアルゴリズムで処理することが可能となり、実用的

な汎用膜t骨造解析プログラムを明解な理論楠成のもと
に構築することができる。

本研究においては、石鹸膜要素による等張力曲面解

析において不可避的に発生する残留不平衡力、及びこ

れによって実験張付後に生じる張力偏差について数値

計算により検証を行った。

等張力湖面解析における不平衡力は鰻初の数回の反

復計算で激減した後、漸減傾向を示し、完全に収束し

ない。これに対し、不平衡力の法線方向成分は全方向

に関する不平衡カが漸減傾向に移るのとほぼ同時に完

全に収束するため、不平衡カは各節点における接平面

方向のみに残留していることになる。このことは、等

張力曲面を有限個の平面要素で近似していることに起

|局するものと考えられ、 l曲面上の曲家の大きな部分に

ある節点ほど大きな不平衡力が残留する傾向がみられ

る。従って、法線方向収束後も反復計算を続行すれば、

等張力曲面上を節点が移動するのみで、必要以上の反

復はメッシュ分割l上の有意性を失うことになる。

また、実膜張付後の張カ偏差及び形状変化について

は、等張プJL曲面解析において全方向の不平衡力が漸減

傾向に移行した後の解を初期形状として用いれば、実

用上問題のない十分に小さなものとなることが縫認で

きた。

以上により、内圧を受ける空気膜憎造の僧造解析に

用いる初期形状としては、等張力幽面解析における不

平衡カの漸減傾向の移行、あるいは不平衡力の法線方

向成分の完全収束を判断基準として得られた解を用い

るのが、援も妥当であるとの結論を得た。

さらに、節点外力が曲面形状の変化に依存する法線

方向に作用する非保存力となることを考えあわせると、

等張力曲面解析では函内方向の変位を拘束し、法線方

向のみの l自由度系へ低次元化処理を行うことは極め

て合理的であると考えられる。



なお、本研究の一部は、文部省科学研究費の補助を

受けて行ったものである。
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A STUDY ON DETEMINATING SHAPE OF THE SOAP FILM AS THE INITIAL SHAPE 
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It had been proved that the tangent stiffness method was efficiency and useful on 

deteminating shape of the soap film as the initial shape of membrane structures. 

1n this paper. it shows the realationship between unbalance force or iterate times 

of initial shape of membrane structure(soap film) and tension deviations or nodal 

displacements of an membrane structure 

It is important to determinate shape of soap film according volume of unbalance 

force in the inner repressure direction. 
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