
等張力曲面解析における接線幾何剛性

干帯屋洋之・1

劉 混同

井嶋克志 '3

後藤茂男“

梗槻

膜構造物の初期形状を求める際の等張カ曲面解析手法として.石島皇族三角形要素より成る有限要素構

造に対して接線剛性法を適用する場合.材料固有の要索剛性から完全 に分離された接線幾何剛性の取り

扱いが重要となる。本研究では.辺張力を一定とする辺張力幾何剛性を適用した場合と ，政張力を一定

とする膜張力幾何剛性を適用した場合について数値計算を行い検証する。

1 まえがき

1.1 等張カ幽面の解析理論について

践借造物の設計を行う際にまず必要な作業は.境界

部分の形状.必要なライズやスパンなどの設計条件の

範囲内において，力学的合理性を持ち，かっ機能美を

兼ね備えた理想的な初期曲面形状を決定することであ

る。大空間を軽量な薄膜材で覆い一定の内圧で支持す

る形態の度椴構造を考える場合，朕材そのものの材料

条件，構造全体の幾何学的条件を考慮すれば.面内の

全ての点において.面内全方向についての張力が均ー

となる等張力曲面が初期幽面形状として最適である。

等張力曲面に関する研究については. 1 9世紀半ば

にプラトーにより針金の輸に張られた石齢肢に一定圧

を加える実験で得られる曲面でモデル化されて以来.

石鹸膜dlliIDを解析的に求める試みが多くなされている。

FEMによる数値解析を前提とした場合， 石齢膜曲

面形状解析へのアプローチとして従来用いられて きた

考え方には.等張力 1111i面と極小面積曲面が等価である

ことに滞日し. 一定の内包体積に対する極小山商問題

として面積汎関数を極小化する方法.あるいは与えら

れた内圧に対して存在しう る等張力状態を，幾何学的

非線形問題として応力一ひずみの関係による 非線形剛

性方程式を解き離散化する方法な どがあ る。

前者は， 石由主膜曲面の幾何学的特性のみに着目して

いるため理論総成が比較的簡明で.而内節点移動を抑

制する汎関数を線形結合できるなどの利点を有してい

るが， 任意に設定した境界形状への適応性に乏しいこ

と.ケー プル材との合成椛造の形状決定や実践構造の

応力解析への適用は不可能であることなどの欠点があ

り.設計統ー理論として用いることはできない。

これに対して後者は，既存の幾何学的非線形恩給に

おける三次元シ ェル構造解析手法に石鍛膜曲面の条件

式を書き込んだ ものであるが， 応力解析への転用が可

能である反而，テンソ jレ袋示による有限ひずみ式から

の非線形剛他方程式への雌散化過程は煩雑であり.石

歯車膜要素固有の力学的特性と有限要;f， j(~造としての幾

何学的非線形性を明確に区別できず，良好な収束性と

厳密解としての信頼性を得ることは難しい。以上を勘

案すれば.合理的な石齢朕曲面形状解析理論としては

次のような条件を備えていることが望ましい。

1 ) 形状決定後の応力解析を同一アル ゴリ ズムにて

容易に行えること。

2 ) 幾何学的非線形伎に対する処理が簡潔で. 非

線形悶IJI生方程式を解〈事'による不確定誤差を生
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じないこと.

3 ) 剛性マトリックスの低次元化を力学的綴惚にも

とづいて行えること。

4 ) 高い収束性と精度. 広い適用範囲を兼ね備えて

いるこ と。

本研究で用いる接線剛i生法は.有限要素構造物の要

素変形と節点変位の適合条件に起因する接線幾何阿ijl生

を.材料そのものが持つ婆紫剛|生か ら完全に分離した

線形結合の形で表記できるため，材料に岡ijl生を持たず

表面張力の幾何学的性質によ って成立している石餓膜

l他面 に対 し ては. ~線幾何剛性部分のみを適用するこ

とにより合理的な等張力曲面形状解析が可能となる。

さらに形状決定後.笑朕要素の材料特性を要素剛性

として付与することにより.各種荷量条件に対する応

力解析への展開が容易に行える。 また本手法は.カの

釣り合い条件のみによって導かれる線形の接線剛|生方

程式を反復使用するので.非線形問。l生方程式が介在せ

ず.不平衡力の収束によ って得られる解に含まれる銀

差liFEMにおけるメッシュ分割の粗さのみに依存す

ることとなる。

1.2 接線幾何剛|生について

接線剛位;1去を用いた石鹸膜曲面の形状解析において

は.力学的に矛盾のない接線幾何剛性の定式化を行う

ことがlll:要である。 FEM解析において等方性の連続

面を有限個の三角形要素に分割する場合.離散化され

た要素カは面内の任意の方向に分配でき るので.要素

カの表現法は一つに限定されることはな く.採用する

要素モデルの術造形態に応じて設定することができる.

また石総朕l曲面では曲面全体にわたって面内方向カ

が等分布しているため，三角形平面要素の要素カの1自

分は.3E索寸法の幾何学的変化のみに依存している。

これらのことを考慮すれば，要素カの分配f去と要紫

力増分の扱い方が.接線幾何阿ijl全マトリックスの形態

に大きく最重機することがわかる。

本研究においては，表面張カを三角形要素の各辺に

沿った辺張力で位換したもの要素力としてを用 い，辺

張力を一定と見なすことによって求められる辺強力幾

何間性と.表面張力を三角形要素の頂点の垂線方向カ

で位換 し.単位幅膜張力を一定とすることにより求め

られる膜張力幾何剛l生の二つを接線幾何剛性として定

議し，いくつかの計算例とともに考察を行った。

辺張力幾何剛性においては.要素を三角形トラスプ

ロックでモデル化 したものと等価となるため，要紫寸

法の幾何学的変化に伴う要素カ剛l生の影縛を考慮せず

にH'ff.することができる。従って.剛1生マトリックス

の形織も納方向力部材における場合と全〈問ーのもの

してt及えることになる。

これに対して，膜張カ幾何剛性による剛l生マ卜 リ γ

クス を用いた易合は.要素寸法の幾何学的変化に伴う

要紫力増分を厳密に評価した形となり，原理的には石

検膜要素は材料による剛性を持たないため.空間内 3

自由度節点群を解析するための全体剛性マ トリックス

は特異となり，収束解は得られない。

膜張力幾何剛性を用いて.なおかつ収束解を得るた

めには.理論的には剛性を持たない面内方向の変位を

拘束し.法線方向のみの l自由度系として低次元化す

ることにより求められる正則な剛性マトリックスを用

いればよい。石鹸膜曲面は法線方向の外力に対しての

み抵抗できる幾何学的剛性を有しているため，節点不

平衡カの法線方向成分がゼロになれば.節点は石由主版

Ilh i面上に存在する ことになる。こ の低次元化処理を行

えば辺張力幾何剛性.膜張力幾何剛|生のいずれを使用

した場合でも，接線剛性法の石白金膜 l白面解析手法とし

ての華IJ点を失うことな<.安定した収束過程のもとに

高精度な解を得ることができる。

2.辺張カ一定の条件による接線開性方程式

石白色膜幽函上の一線な表面張力を.図 -1に示 した

三角形要素の各頂点、における要紫端カとして離散化す

れば.

A，= (at/2) b， …・・・…… (1) 

となり. A，は頂点より底辺におろした垂線方向カで

ある。これを三角形要素の各辺に沿う辺強力に位換す

れば，次式のようになる。

N，=a t (a ，-c ，d ，/a ，) /2 
(2) 

各辺の辺張力をそれぞれ N'. N z. N 3として.図-

2に示している。

ここで.各辺の方向余弦を α1としたときの辺 iの辺
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張力および方向余弦の変化による節点力の増分を表せ

ば式(3)のようになるが.右辺第 l項の影響は非常に小

さいものと考えられる。

。u=d N， α l 十 N， d α l ・・………… … (3) 

従って.実用上右辺第 2項のみを考慮すれば十分で

あり 1 これによる幾何剛性マトリ γクスは共通座標系

に対する方向余弦の各成分を α" s" r，とすれば

各辺を粕方向力部材と考えたときの空間内三角形卜ラ

スプロックの幾何阿Ijf生と全く同~の形で表現できるこ

とがわかる。
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よって.辺張力を一定とする接線幾何剛i生方程式は
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のように書くことができる。これに式(3)右辺第 i項

を展開することにより符られる要紫力剛f1を付与すれ

ば.要紫寸法の変化による要索力Jm分を厳街に評価し

た表現になる.

3 膜張力一定の条件による接線則性方程式

一定の表而張力。 tを持つ石総政三角形要素の頂点

を i，j，k垂心を 0，頂点 lからの量級の足をiと して

図ー lの綴に基本寸法を設定し l点にかかるill線方向

)JをA" j→kの方向余弦ベクトルを a" i→ I の方

向余弦ベクトルを 8，とすれば，

α，= (u.-uJ) /b ，'" ・・・・・ ・ … (6) 

8，= (b，u，-d，u，- C，Uk) / (a，b，) 

(7) 

l点の節点力ベクトルをU，とすれば

U，=A，8，= (at/2) b，8， ・・ ・・..，(8) 

となり守式 (8)の微小増分をとれば次式のように なる。

Ai 
"'¥.，ご

Ak 
bi /ノ

図 -1 三角形の基本寸法と垂線方向カ

u 

N3¥¥、J1Nz 

NI 

N3γ 

図-2 三角形~ki と辺張力

。U，= (a t/2) (d b ，81トb，d 8 d 
(9) 

また，式(9)は微小変位ベクトル du iの隣]数であるの

で. との要素における節点ブJと節点:lU立の関係は.

。U 'Jk=KδU I J k • •• • • • ...一 ・・・・・……(10)

と約ける。 これが垂線方向 )Jを要素力とする朕張力 ー

定の条例: による f~ tt~ 阿IJ f't )J程式であ り，Kは目見張JJ!長

線幾何剛|生マトリックスである。

式 (9)括弧内第 l項は要素寸法の変化による要素)J

増分を示しており.従って式 (10)は式 (5) に対して要

素)J剛性を付与した厳債な表現とヰ字削なものとなる.

1英張力w線幾何fqlJf!tマトリ ックスを導く手順を以下

に示す。

式 (6)，(7)をJlJいて a1， b 1 の微小 J~分は，次式のよう

に表すことができる。
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da，=8，T{U，ー (d/b)，uJー(c/b)，Uk}

=8，T {(d/b)，d (u，-u，) 

一(d/b)，d(uJ-u，)}
... (11) 

d b ，=α，Td (Ukー UJ) ・・ー……・・ ー ( 12) 

とな る。これによ り式 (9)の{}内右辺第 l項.第 2項

をそれぞれ展開すると，

。b，8，= 8，α，Td (Uk-UJ) …………(  13) 

b ， d 8 ，= b ，d {(b， U ，-d， U J -c， U .) 1 (a， b，) } 

=b， [d {u，-(d/b)，uJー(c/b)， U k} la， 

-8，da，/a，] 

={(b/a)，(i-α， a ，T -8 ， 8 ，T)} d U ， 

+{ー(d 1 a ) ， ( i -a ，a ，T -8 ， 8 ，T) 

一(c/a)，a，α，T-(bk/a，)a，α.T} d U J 

+ {ー(c / a ) ， ( i -a ， a ，T -8 ， 8 ，T) 

ー(d1 a)，α，a ，T-(bda ，)α，a J T} d U k 
( 14) 

となる。ここで式(13)，式(14)により

d (b， 8 ，) 

(b/a) ，r r T d U ， 
+ {ー(d/a)， r r T + 8 ，a ，T 

ー(c/a)， a ，αt Tー (bk/a，)αlα，T} d U J 

+ {ー(c/a)， r r T -8 ，αiT 

ー(d/a)，αtα1Tー (bda，)αiαJT} d U k 
(15) 

と書くことができる。ここで 7は三角形要紫に垂直な

方向余弦ベクトルであり ，次のように定義される。

r=a，x8，=αJ X 8 J=αk X 8 k 
( 16) 

さらに.

ω=ーωT=8，α，T -(c/a)，α， a ，T -(b k 1 a， ) a ， a k T 

= U ，a ，T la， + U J a J T /aJ + U kαkT/ak 

( 17) 

によって示さ れる交代マトリックス ωを用いて式(15)

を書き換えれば.

d (b，8，) = (b/a)，rrTdu， 
一 {(巴 Ib).rrT+ω} d U J 

{(e/b)Jr r Tー ω}d u民

(18) 

となり.膜張力一定の条件による接線幾何剛性の表現

は以下のようになる。

K = 
r (b/a) II，T， ー(e/b)'11 T_ω.ー(e/b)J11T.ω 

~I ー (e/bh11 T.ω， (b/a) J"T ・(e/b)"，にω

2 I (e/b) J ， ， T -ω.ー(巴Ib)IT，T.ω ， (b/a)川 T

・ ・ー・ ・ (19) 

4. 法線方向 1自由度系への変換

接線幾何附他方程式は，式 (5)，(10)いずれの場合に

も法線方向 l自由度系に変換することができる.いま.

節点 iを頂点に持つ石鹸膜三角形要素が n個あるとす

れば 1点における法線方向(聞外方向)の方向余弦

ベク トル t，は次のよ うに表せる。

c， = ~ r. (20) 

1・1

t ， = c ，/ I c ， I ・・… ・…… (21 ) 

これを用いて i点の法線方向の節点力の微小噌分お

よび微小変位を表せば.

。T，= t ，TδU， (22) 

(23) dt.=t，Tdu. 

となる。式(5)あるいは式 (10)における幾何剛性マ トリ

ックスをKで表せば.法線方向 l自由度系に変換した

接線剛他方程式は次式のように@くことができる。
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このように法線方向 i自由度系への変換は， 111み関

数その他の不確定誤差の混入を予想させるパラメータ

を使用せずに連立一次方程式の元数を減少させうるカ

学的合理性に優れた低次元化手法である。
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幾何剛性マトリックス対角要素の比較

方向 対角要素

辺張カ幾何剛性 膜張カ幾何剛性

0.2662382 0.2500000 
0.7554126 0.7500000 
0.0433013 0.0433013 
0.0433013 0 
0.0433013 0 
0.0866025 0.0866025 

0.0144338 0.0144338 

1自由度系節点群とした栂合の数値計算例

一辺を4mとした正六角形初期平面に対 して単位隔

膜張力を 25kgf/皿内圧を 1Okg f /がとした場合の等張

力出li百を求めた。(図-4) 

収束過程の最大不平衡力は. 全方向 (UFI)と法線方

向 (UF2)に関して示している。(表 -2) 

滑らかな連続休としての等張力曲面を有限個の三角

形平面石量生膜要素で近似する場合.剛|生ない面内方向

に残留不平衡力が存在するため.理論的には不平衡カ

はある一定値 までは収束してもその後漸減して Oには

なり1与ない。

しかし本手法によれば. 実質的な意味を持つ法線方

向成分の不平衡カが確実に Oに収束しており.全ての

節点は等猿力幽面上に求められるこ とがわかる。

また.ここではほんのわずか腺張力幾何剛性の方が

収束が速い。収束解としての曲面上の各節点の座標値

は.最終桁 0.1日田の差異があったのみで.この場合全

く同一曲面が得られたと考えられる。
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1/6三角形部分の節点番号

5.石敏膜有限要素構造における 3自由度系幾何則性

マ トリック スの数値比較例

図-3

表- 1 

節点

式(5)および式(10)を用いて.接線開1性法による石

餓族形状解析プログラム を作成し.96個の正三角形

要素より成る一辺 4mの周辺固定正六角形を初期形状

とする等張力膜併造の膨張問題について，対称性を考

躍し図 -3のような周辺部の一辺を含む6分の l正三

角形部分の周辺に適切な拘束条件を設定して 3自由度

系幾何則性マトリックスの対角要素を比較した。

1-5は完全固定点. 6， 10. 13および 9.12. 14 

はその対角線を含む鉛直面内にのみ可動.15は鉛直方

H
U
U
V
MW

H
U
M
V
僧

W

H
u
u
v
mw

EX.I三角形要素 24個による正六角形ドーム

6.10.13 
9. 12. 14 

7.8. 11 

15 

6. 

向のみ可動とする。

この初期形状において.単位幅朕張力を 0.025lf/聞

として初期状態における式(5)および式 (10)を用いた

場合のそれぞれの幾何剛性マトリック スの対角要素の

値を調べてみると表一 lのよ うにな っている。

これによれば. 式 (5) および式 (10)を用 いた場合の

鉛直方向wに関する値(面外への剛性を表している)

は完全に一致 しているが.面内方向 U. Vに関しては

異なった値となり.特に膜張カ幾何剛!生を用いた場合

は.自由節点 7.8.11において対角要素がOとなり.

したが ってその阿1)性マトリァクスは特異となるので収

束解を得られないことがわかる。

膜張カ幾何剛!生により収束解を得るためには， 式(2

4)を用いて理論的剛性を持ち得ない節点の接平面方向

に拘束条件を与え法線方向のみの l節点 l自由度系へ

の低次元化処理を行えばよい。

接線開|生法による等張力曲面解析の場合，不平衡カ

の法線方向成分がゼロに収束すれば.節点は 目的曲面

上にあるものとして，これを解とみなすことができる

ので，この手法はきわめて合理的である。

また.このように l自由度系への変換を行うことに

よって.つねに各反復過程において形成される未収束

l胸函の法線方向のみに 自由度を持つ l自由皮節点群を

取り級う ことになるので.処理Eすべき連立方程式の元

数は 3自由度系のままの解析に比べ激減し.演算時間

を大幅に短縮することができる。もちろん.この低次

元化手法は辺張力幾何剛l生を用いる吻合についても全

〈同線に適用する ことができる。



表-2 収束過程と最大不平衡カ (kgf)

反復回数辺張力幾何剛性 膜張力幾何間性
i UPI UP2 UPI UP2 
1 34.641 34.641 34.641 34.641 
2 5.242 5.218 5.247 5.218 
3 0.978 0.956 0.968 0.968 
4 0.747 0.182 0.745 0.152 
5 0.743 0.031 0.744 0.022 
6 0.744 0.005 0.744 0.003 
7 0.744 0.001 0.744 0.000 

EX.2三角形要素 384個による正六角形壁界のドーム

正六角形の一辺を 8分割した初期平面に対し.単位

幅緩張力を 25kgf/皿内圧を 13.7kgf/由2とした崩猿に

近い状態について計算した。

周辺部の要素が底面と直交に近くなる微妙な釣合状

態となるので収束は全体に遅くなる。

この湯合も膜張カ幾何剛性を用いた方が辺張力幾何

剛性に比べれば良好な収束性を示 して いるが.実用上

は数回の反復の後，応力解析のための初期形状として

採用できるため.とれば問題のある差異ではなく ，共

に合理的な害事張力幽面を得る ことができたと考えられ

る。(図-5) 

表-3 収束過程と最大不平衡力 (kgf)

反復回数 辺張力幾何剛性 膜張力幾何剛性

UrI UP2 UrI UP2 
2.966 2.966 2.966 2.966 

2 2.246 2.246 2.264 2.264 
0.770 0.615 0.699 0.538 

4 0.631 0.303 0.606 0.244 
5 0.623 0.208 0.643 0.159 
6 0.638 O. 148 0.669 0.104 
7 0.653 O. 108 0.686 0.070 
8 0.664 0.081 0.697 0.048 
9 0.673 0.061 0.705 0.033 
10 0.680 0.047 0.710 0.024 
11 0.685 0.036 0.714 0.017 
12 0.689 0.028 0.716 0.012 
13 0.692 0.022 0.718 0.009 
14 0.695 0.018 0.720 0.006 
15 0.697 0.014 0.721 0.005 
16 0.698 0.011 0.721 0.003 
17 0.700 0.009 0.722 0.002 
18 0.701 0.007 0.722 0.002 
19 0.701 0.006 0.723 0.001 
20 0.702 0.004 0.723 0.001 
21 0.702 0.004 0.723 0.001 
22 0.703 0.002 0.723 0.000 

EX.3二つの正六角形境界を有する疑似カテ ノイド 幽面

2)と同じ初期平面に対し，単位幅膜張カを 25kgf/園

内圧を 10kgf/圃zとしてドーム形等張力曲面(図 -6) 

を求め，この形状の頂部7節点を拘束したものを先行

状態として内圧を除荷することにより，大小二つの正

六角形を境界とする面積最小曲面を求める。→(図 ー

7. 8) 

表-4 収束過程と最大不平衡カ (kgf)

反復回数辺張力幾何剛性 膜張力幾何剛性
i UPI UP2 UP1 UP2 
1 2.708 2.708 2.708 2.708 
2 2.406 2.369 2.132 2.099 
3 1.178 0.675 1.214 0.471 
4 1.215 0.316 1.363 0.033 
5 1.286 0.159 1.376 0.001 
6 1.332 0.082 1.376 0.000 

EX.4立体四辺形境界に対する面積最小曲面

直交するこつの正三角形の周辺を拘束し. -.e.内圧

によって膨張させたもの(図-9) を先行状態として.

内圧を除荷することにより，空間内立体四辺形境界に

対する面積最小幽面を求める。(図ー10. 11) 

この場合，膜張力幾何剛性を用いた計算では.中央

部付近で要素面積が極端に小さくなり，これ以上要素

分割を小さくとると解が得られなくなる.

表-5 収束過程と最大不平衡カ (kgf)

反復回数 辺張力幾何剛性 膜張力幾何剛性
i UF 1 UF2 UFI UF2 
1 6.336 6.336 7.044 7.043 
2 4.728 4.728 10.685 10.604 
3 0.345 0.318 1. 736 1. 729 
4 O. 165 O. 108 0目 729 0.008 
5 0.147 0.033 0.728 0.000 
6 0.145 0.010 
7 0.145 0.003 

図-4 等張力曲面 (EX.1) 
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図-5 等張カdll而 (EX.2)
図-6先行状態 (EX.~ ) 

図-6先行状悠 (EX.3)

図ー10節税最小山面 CEX.4辺張カ幾何阿佐)

図ー7 商務最小曲面 (EX.3平面図)

44轟民』
図ー11商務般小曲面 (EX.4st張カ幾何剛性)

図-8面積最小曲面 (EX.3側面図)
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7. 結曾

接線開IJI生法を用いた等張力 l泊面形状解析における接

線幾何剛憶について，三角形要素の要素端カを辺張力

で置換し辺張力一定の条件により導いた辺張力幾何

剛性.および要素端力を!I!綴方向カとして取り扱い，

膜張力一定の条件により導いた膜張力幾何剛性を定義

し.比較倹射した。

低次元化処理をほどこした数値計算結果によれば膜

張力幾何剛性を用いた場合の方がやや収束性に優れて

おり，これは定式化の過程において厳密に力学的評価

を行ったためと考えられる。しかし，辺張力幾何剛性

は単純明快なマトリックス形態となることと.設計の

ための初期形状策定問題では若干の残留不平衡カの存

在は許されることを考えあわせると，両幾何剛性の間

に決定的な優劣は認められず.辺張力幾何問。性，膜張

力幾何悶ijl全共に.等張力rlJJ商の力学的特性を反映した

合理的なものであると考えられる。

このことにより，離散化を行う際の要素カの選択の

如何に拘わらず，力学的に矛盾のない定式化をおこな

えば安定した収束状況のもとに十分な精度の解を得ら

れるという.接線剛性法の等張力曲面解析手法として

の理論的優位性を確認できた。

また，本手法によれば幾何剛性の表現法によらず材

料剛性を線形結合することにより.緩めて容易に実膜

応力解析へ移行することができるが，今後はより精度

の高い応力解析を行うための.要素寸法の合理的な均

一化手法についてさらに研究を進める予定である。

なお，本研究は能村膜構造技術振興財団の助成によ

って行ったものであることを付記する。
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TANGENT GEOMETORICAL STIFFNESS OF IS0TONIC CUEVED SURFACE 

Hiroyuki OBIYA判

Ru REI均

]{atsl1shi lJlMA均

Shigeo GOTO*4 

SYNOPSlS 

The form-fincling is analysed by the tangent stiffness method. Two expressions of geometrical stiffness of a soap 

ilm element are applied for the form-fincling. One tangent geometrical stiffnessof the triangle element is derived by 

the conclition of constant element forces in side clirections. The other is derived by the conclition of a constant tensile 

density in the element. ln both method，a node can be treated as having only one degree of freedom in normal 

clirection on the form， because the form does not have any stiffness against nodal clisplacemenL on the soap film 

surface theoretially. Comparing the two methods with some computations， in either case， we can get rational 

solutions with satisfactory convergence. 
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