
摂りを受ける円形張力膜の しわ後挙動解析

使級
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半谷裕J玄 4

~U)J I浪構造において発生するしわが、発生後にどのような挙動を示すのかを解析する。ここでは、し

わを分岐座原による変形と考え、有限~ j禁法による大変形解析を行う。しわの詳細な形状を解析するた

め、朕を五年肉の板であると考える。朕の面外方向の剛性として初期強力による幾何剛性だけではなく、曲

げ剛世tも考慮する。

例題として、磁力の人った円形肢を面内に反る場合に発生するしわを取 り上げる。最初Jに非線形釣合方

程式の誘導を行い、次にその数値解析法を示す。しわ発生点すなわち分岐点は固有価解析によって求め、

しわ発生後の挙動は、強制変位型の修正荷重増分法によって追跡す る。

1 はじめに

E見椛迭において、初期張)Jの若手入および外力の作用

に伴うしわの発生は設計安，闘のひとつとなる。張力肢

に発生するしわの研究は これまでにも数多くなされて

きた。なかでも磁力場理論は代表的な考え方のひとつ

であるいl。特定のモデルに対しては理論解が求められ

ており、また、張力犠理論に基づく数値解析法もいく

つか提案されている(4]-16]。しわの発生によるしわと直

交方向の剛性低下を、 その方向の材料定数を変化させ

ることで表現している例が多い。つまり、しわの発生

している状態では、直交奥方位であると考えるわけで

ある。 古典的な強力協型論では、 ~Ifli全体にしわが発

生している状態のみを解析している のに対し、部分的

な領域に発生するしわの理論的解析法も提案されてい

る(2113]。

一方、しわの詳細な形状までも解析するために、し

わを座屈による変形と考え大変形解析を行うという万

法が提案されている18ト112]。著者らもこの考え方に基
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づき、而内振りを受ける I[JJ膨張力肢に発生するしわの

分岐解析を行ってきた(15111針。そこでは、発生するしわ

をせん断分岐座屈による変形と考え、しわの発生荷重

と発生点におけるモードを求めている。解析手法とし

て有限要ぷ法を利用しており、しわの発生点、すなわ

ち、接線開1性行列の最小固有値が0となる点を、固有

iil(解析と中点t去を組合わせることで計算した。また、

回有他 Oに対応する悶有ベクトルよりしわの発生点に

おけるモー ドを求めた。これまでの解析でしわの発生

荷重とそのモードは、初期張力、1mの曲げ剛性、ポア

ソン比等に依存ーする ことがわかっている 。特に、肢の

IUIげ剛性は、しわの形状を求める問題の場合には無視

できない。従って、しわ発生後の挙動解析においても、

肢は初期張力による畿何剛性と問11寺に、耐lげ剛性も持

っと考える。

なお、 i而内振りを受ける円形張ブ'JI撲のしわの問題は、

古典的なものであり、弾力朕の しわの解析における標

準的な例題となってい る。



本論文の目的は、分岐経路の追跡によりしわ発生後

の挙動をりlらかにすることである。解析するのは、先

に述べた国内涙りを受ける円形援カ朕である。ここで

も、解法として有限姿家法を利用する 113)。最初に接線

剛性行列の固有償解析によりしわ発生点を求める。次

に、固有償 Oに対応する固有ベクトルを月れ、て分岐経

路への切り換えを行い、修正荷重噌分法により分岐経

路を追跡する。

2 解析モデル

図1のように円形股の中心に附休の円殺を取り付け、

膜の外周を半径方向に一様に引抜ることにより初期短

力を導入する。次に、涙りモーメン卜 Mtを与えるこ

とで、面内方向にこの円皇室を強制回転させる。 1mの材

料は等方5lji性体、また、朕は薄肉の仮であると仮定す

る。この時、朕面に発生するしわについて解析する。

なお、数値解析において、初期張力は円形脱の外周

境界を半径方向に強制変位させることで導入し、振り

は中央の円重症の境界を接線方向に強制変位することに

より表す。

T CKgf/cm')， r}j向、境界において
M 山.8= 0 "f l' 

何 β 山の半径方向

ーの勾自己

可

v 

l叫1M析モデル

3 有限婆紫法による非線形釣合方程式の誘導

図2のようなリング型有限要ぷによる有限要素法を

用いる。座標系は極座線系である。パラメータ- 1'， 

s、ふ l、0 は図のようになっている。

3-1 ili-変位関係

初期張力のみ入および振りによる国内変{立が、微小

な範囲で解析を行うこととする。従って、艇の中央而の

1~12. .fi限必京

歪として、次のような極l直線系によって表現したGreen

歪において、面内変位に関する非線形項を省略したも

のを用いる。
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(3-2) 

8v 18u 匂 18凹 θ'w
1'，0 一一十一一一一 一十一一一一一-81' ' l' 80 r' l' 80θT (3-3) 

ここに、 uは半径方向変位、旬は接線方向変位、加は面

外変位である。また、次のような線形化された曲率を

汗H、る。

(3-4) 

lθ210 1θ山
町=一-;:2ofJ2 -;: 81' (3-5) 

T=2(iお+場) (3-6) 

式(3・1)~式 (3-3) からわかるように、しわが発生して

面外変位加が生じるまでは、歪は線形であるので、し

わ発生点を求める問題は線形図有値問題に帰治される

ことになる。

3・2 形状関数

変位にI刻して次のような形状関数を仮定する。円周

方向には被数 11の三角|地数、および、半径方向には代

数|刻数による補間関数を用いている。
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u 1I(0)(C) + lI~n)(Ç) sin刊 +lL~n)(()cosnO (3-i) 

v - υ(O)(C) + v~n)(ç) 山 nO 十 v~n)(ご)cosnO (3-8) 

w = 山~n) (Ç)sin nO + 山~n)(Ç)cos刊 (39)

ここに、 11(0) 、 v(O) 、 uin) 、 J) 、 vin) 、 v~n)1ま 1 次の補間

関数であり、 tuin)、tuln)は 3次の補間関数である。節

点の正弦間数、余弦|刻数に対する変位と勾配および一

様変位が未知量である。右上の添字 (0)は一様変位を

表しており、 (n)はn彼に対応する変位をぶしている。

半径方向の一線変位以0)は初'1WJ張力を導入するため、

接線方向の一機変位 以0)は銀り による変位を表すため

のものである。

3-3 エネルギ一般分と釣合方位式

1mの中央而の歪を εs、応力を σgと表せば、応力一歪関

係は次の形式となる。

σ; = EUε2 (3-10) 

従って、歪エネルギー積分は、

u=~JωV=~JE;)E ， EJd\l (3-11) 

となる。式(3-1)~ (3-3)に式(3-7) ~ (3-9)を代人し、 歪

を未知節点変位により表せば、式(3-11)は次のような

形式で表される。

u = ul7::) DiO) D)O) + ul::::! D!::) D~n) 
+UZ;;)DiO)DF)Djn) 

+utzn)Din)DjniDFoin)(3-12) 

ここに、 DPは一様な未知I節点変位、Dr)は η 波に対応
する未知節点変位である。添字については総和規約に

従う。また、積分は数値積分により求める。 DiO)、DV

について式(3-12)の変分をとり、荷主演を加えて停留

条件を求めれば、要素レベルでの釣合方程式、

kic;o) D)O) + ki~~) Dl;:) D~n) = -ApiO) (3-13) 

kkr)DF)+K21)DFiDiO)+klrJfDF)Din}Djn) 

二一Ap);:)(3-14) 

が得られる。ここに式(3-13)は術震の軸対称成分に対

応し、式(3-14)は非軸対称成分に対応している。 EE:煮

における釣合方程式を重ね合わせることにより、全体

系の釣合方程式を求めることができる。

4 :t(!/分型釣合方程式の誘導と修正荷重増分法の

定式化

この節では式(3-13)、(3-14)を上自分型に変形し、この

榊分相釣合万程式を線J~化する。しわ発生前には歪が

線形であることから、分岐点を求める解析l立総}彰悶有

制問題となる。そのためしわ発生前には、未知量には

非線)~項による ~~Æ は含まれない。 一方、しわ発生後

には而外変位によって幾何学的非線形性が現れるので、

線形化による誤差が生じる。この誤差を解消するため

に修正荷重榊分法を用いることとし、その基儀式を導

く。なお、主経路から分岐経路への切り換え法は次節

で説明する。

4・1 地分型釣合方程式

式(3-13)、(314) は jili 立 ~Iõ総)~方程式なので、このま

までは解けない。そこで、この式を梢分裂に変形す

る。あるt曽分ステップにおける釣合ほの変位と荷重ノマ

ラメーターが (IJ)O)，1Jl，;')， A)であったとする。この変位

に浜益が含まれている場合、次のような残差 (不釣合

い)J)が発生する。

ef)ニ ーApiO)ーkr) D)O) -ki~~~) Dl;:) D~n) 

指) = -Ap);:)-収 )D~n) ーは':Z) D~n) DiO) 

_ I.:!_n!.'!.'_n) Din) D1π) D~n) npq ~ n ""'p "_q 

(4-1) 

(4-2) 

榊分 (d)O)，d~7) >')を現ステップの変位に加え、その点に

おける釣合方程式を残差の式(4-1)、(4-2)をmいて変形
すれば、残差を含んだ}診の増分型釣合方程式、

ず)d)O)+ l:i~n)dhn) + Ã:i~~)d);:)dhn) = eiO)一入piO)(4-3) 

K，~~Z)diO) + k);:::)dhn ) 十 l:~:Z)d~n)ctiO)+ I.:l;:::;)叫んIF)

+k以;qn)d~n)d~n)d~n) = e~~) -λ1J);:) (4-4) 

を導くことができる。この式は精分変位(d)O)，d);:)，>.)に

ついて非線形であるので、増分は微小であるとして線

形化する。行列形式で沓けば、

l:;:;51(53-(:;:)-λ(;;:)川
となる。ここに、

[(00) 
日 kl kf?} 

Litz)=(kit;)+kiit))DUi 

(4-6) 

(4・7)
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k!:I
O
) = k口~) o~n) 

k~:) = k~::) + k!::~) otO) 
+(kkJJJ}+ktul+山F})DFlDin}(al・9)

(<1-8) 5 分岐点と、分岐経路への切り換え

4・2 強制変位相への変形

ここでは、中央の円畿の筑wに接線JJI旬変位 uをう
えることで、近似的に振りを表す。強制変位~ 1ま 一級~

位であるから川とぷし、その他の変位をdi、dnとぶ
せば、式(4・5)は、
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と必くことができる。ここに、 d.R?は地分変位d?に対
応するfi)Jの1jf/分であり、振りモーメント AI，の1jf/分
に相当する。この式は次の 2式に分骨量できる。

[ 1¥?? 1 { 'f! } + [ K?~ K?~ 1 ~ ~! ~ 1¥?? 1 { 'f! } + [ K?~ K?~ 1 ~ :~ ~ 

= { e?} -{ムR?} (小11)

ltol l;:虫とI{ :~ ユ {dY}+1 ∞~~ I ~ 
31 1 1 '''32 ""33 1 1 

採りモーメント/1(，は元の釣合方程式(3-13)、(3・14)から

計算するので、式(4今 11)は使わない。式(<1・12)は
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と ~J膨できて、これを

K.(D)d = -Kb(D)d? + e (小14) 

とぶすと、

d = K.(D)-1 {-Kb(D)dy + e} 十1・15)

ここで発生するしわの発生機織は、柏)Jを受ける住

か Euler脱1:1.:により曲がることと 1司織に説明できる。

先にも述べたように、解析モデルはしわ発生lIijには線

形である。しかし、しわ発生Ijijにおいても接線剛性行

列の '1' には而内応力と、面内仮の而外~1立による非線

j修項とのÆ成 IJjが含まれており、この郎分がJド線 J~ と

なっている。接線剛性行列の行列式がOとなる分岐点

において、このill:線形:頃の影響が現れ、このH寺点でし

わが先生することになる。

5・1 分岐点の求め方

式 (.1-5) の幼分変位ベクトルの係数行 ~IJを KTとお

く。しわが発生する がJには、而外変位閣は Oなので、

kfl= 。、点。)=0 でありまた、 ki~) = kt~) 、 k~::) = 
(nn) ， ，.(nnO) ，，(0) 

k:;" ~" + k;;;叫 01 である。従って、

r k!'叩) 0 1 
K守一 1" .. 1 1 -

I 0 k~::) I 
となる。涯がしわ発生前には線形であることから、未

知I~!\'L も !JA りの強制変{立に対して線形である。従って、

初期BJUJによる変位ベク トルを DIN1'、式(小13)の変

位cly= 1 に対応する而内振りによる ~t立モードベク 卜

(ふ1)

ルをDoとすれば、変{立ベク トルl立、

D = DINT +μDo (5-2) 

となる。ここに、 μは強制変位のパラメーターである。

KTは災位ベクトル D の関数であることから、パラ

メータ-"の閃数となる。KTを特3耳にするような μ

が、しわ先生点における中央の円盤の媛線)il句変位と

なる。閏イf催i解析と中点訟を組み合わせることによっ

て、この点を見つけることができる。また、 j惨状l知数

にflH、た -'-ffJ 1均数の波数 nlま、設小のしわ発生イ~jillを

うえる"を採JIJすることで決定する。

なお、本解析では、胤方向の}惨状|則数にJF.~土 |刻数と

{n ~.土|則数の I，Lj )1をJIJいているため、会ての四有伯は 2

似1ずつ対になっている。従って、悶有怖の車fi芳1は系の1'1

1 111変数の、I~分である。 j政小悶イT促i も 2 1問符ねするので、

I，~I イ11i(( 0に対応する問有ベクトルは 211司あることにな

る。物-illl的には、本モデルが軸対粉、でありl溜)IIt~ に位

相lのずれたしわはどれでも存在し得るということに対

というように地分変位 dを求めることができる。式 応する。紋小附イ行自に対応する 2つの悶イfベクトルの

(4-13)が強制変位型の場合の修正ぷ:j1¥!I'iI分法の)f;.鍵式 線形結合により、位相のずれた全てのしわ発生モード

となる。 がぶせるわけである。
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5-2 分岐絞路への切り換え

本解析のしわの発生点は、しわの形態から I切らかに

対称分岐点である。従って、分岐経路の分岐点における

接線ベクトルは固有侃i0に対応する間有ベクトルと一

致する。先に述べたように、図作値 Oに対応する図有

ベク トルは 21間あるが、ここではその中の lつのみを

用いる。分岐点を求めた直後の第 lステップの地分 と

して、回有ベクトルに適当な係数をかけたものを勺え

ることにより、分岐緩尚へ切り換えることができる。

フロ ー チャ ー l

6 数値解析例

表 lの諸元とする。

表1.諸元

ヤング率 E 

;f-アソン上l v 

中央門事症の半径 a

6000 kgfjclll 2 

0.-1 

2.)clll 

円形脱の半径 b I 160cI1I 

肢の厚さ t I O.lcll1 

初JUJ張)J(外間境界の半径方向で)I IOkgfjCll1 1 

~素分割は医I 3.のように、半径 }i[i'Jに 2R存分刻と

する。

160cm I )25cm 

関3.要素分.，IIIJ

6-1 分岐解析の結果

図4 は、しわの波数としわ発生荷ofj;の関係である。

このl主lからわかるように、 nニ 12が最小のしわ発生{Ji

Eを与えていることがわかる。従って、この波数を採

用して分岐経路の追跡、すなわち、しわ後挙!TYIの解析

を行う。

，.-.. 11000 
E 
巴J

国
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三回開

ム 10000
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司
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。

。
。。 。。円。@0 。

A
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A
H
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nwv 

心
限
『
(
町
営
剣
山
m円
台
、
} 8000g 

10 12 14 16 18 
しわの波数日 (本)

図4.しわ発生f;:j，[0:としわの波数nの1m系

6-2 しわ後>j(;動の解析

分岐経路への切り換え Il.yには、成分の位大1111が!と

なるように規準化した、 1，司イJ111( 0に対応する悶イヲベク

トルに、係数0.002をかけたものを川いる。また、中央

IY ~症の接線 )j["Jの強1!iIJWI分家{立は0.002cmとした。

区15.~ 8 は発生したしわの て~j; I~.~ 線医l である。同 9 . .10

はそれぞれ院1.5..Rの.t.'.J[殴1>11である。t;'J1政図はl[{立を鋭、

大して怖いている。 F記1.5は、しわ)tJ主点すなわち分岐

点におけるモードである。 l立1"ーから灰18ーにかけて、中
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火円盤の回転につれ、しわの先生領域が徐々に拡大し 経路と分岐経路が分かれていく綴チがわかる。破線

ていく様子がわかる。 が主経路であり、しわの発生により般の採りに対する

6・3 荷重・変位1111線

以下の図では 195b自分ス テップまで揃いている。 |￥l

11 は、中央刊怨のl而l転φとPAりモーメントJ1JTの関係

である。分岐点はOをつけた点であり、 ここ から、主
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耐jJ;がやや低下している ことがわかる。けれども、耐

)J低下はそれほど大きくなく、せん断座席に よって し

わが発生しても、耐ノJ低下は小さいという磁力場理論

による紡泉と一致する。関 12は，.= 29.8cm、η0=0。の

点における i国外変位 w と寸'J.と円盤のInl転角 φの関係

である。また、図 13.は，.= 29.8cm、η0=90。、図 14.は

，. = 411.3cm、1l()= 0。、 関15は伊 =44.3cm、71，0= 90。の
点におけるものである。図 12、脳 1'1は形状関数に川

いた余弦|刻数の節点における振幅にあたり、また、図

13.、15は正弦関数の振幅にあたる。従って、図 12と

13.、あるいは、図 14.と15.の曲線を合成することによ

り、それぞれの半径 Tにおける全てのOに対する、強:UIJ

l凶転flJ-1節外変位rll1総を描くことができる。

0.08 

0.06 

E 

~ 0.04 
2・
ミ司

ぎ0.02
阻

分岐点

0.02 o O. 2 O. 4 O. 6 O. 8 1. 0 1. 2 1. 4 
中央ドl盤の回転向世(') 

凶 14.1(li外~Hï. と '1' 9<;ドj絡の阿転角の関係 [n0 0'， r 44. 3c皿]

0.05 

。 分自I!l.(

0，05 
白
色J

Z0.10 
封

3< 0.15 
'" 国
0.20 

0.25 

0.30 o O. 2 O. 4 O. 6 O. 8 1. 0 1. 2 1. 4 
中央1'1~主の向転flJ 骨( ') 

l刈15.1(11外t:lなと'1'9<;1'1継のl，il転戸lの関係 fnO90・，r 44.3cml 

-21-



6・4 問題点

現在の解析では、計算給処が一定の備に収*するま

で細かく要素分釦lを行っていない。士子高級凶からわか

るように、この解析例ではしわの発生領域が徐々に変

化していくため、~素分割の変化に対して敏感である。

従って、定量的にト分なWI支を得るためには、相当細

かい分割が必要であると与えられる。

図 1J. ~ 15.の1111総は 195地分ステップまでを品川、て

いる。計nはこの先のステップまて'行っているが、この
後数値的な不安定が生じており、原因は:uI.{.f.のところ

わかっていない。

7 おわりに

本論文では、強力肢に発生するしわのしわ先生後挙

動の性質を切らかにすること、および、その解析手法

を開発することを目的とした。ここでは、 l而内仮りを

受ける円形強力朕を ~J姐として取り上げた。イI 限:2!ぷ

法を利用して畿何学的非線形性を考慮した}J;礎式を導

き、分岐解析および分岐経路の追跡を行った。解析結果

から、しわの発生領域が徐々に鉱大していく機チ、お

よび、しわ発生後の耐)J低下のレベルが抱射された。
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Post-wrinkling Analysis 01 a Circular Membrane 

under In plane Torsion 

SYNOPSIS 

Tomosh i IIIYAMURA・1

Yasuhiko IIANGAI・企

官rinklingis onc of the faclors which should bc considercd when mcmbranc structurcs arc dc 

signed. Tcnsion ficld theory is a powcrful idca 10 sludy the wrinkling on slrelched membranc 

Bul detailcd configuration of the wrinkling cannot bc inl'cstigated by using lhis theory. On thc 

other hand. lhcrc is an idea lo consider that .'rinkling is a buckling dcformalion. Thc anal 

ysis of wrinkling using this idca was carricd oul. and the wrinkl ing modc at the poinl whcrc 

wrinkling occurs could bc oblaincd. 

In this paper wc analyzc lhc posl-wrinkl ing phcnomcna of slrctched c.i rcular membranc undcr 

lorsion. Thc wrinkling which occurs in this model should be considcrcd as the deformalion duc to 

lhe bifurcation buckling. The problcm is solved by using thc fini lc clcmenl田elhodconsidcring 

geometrical non lincarity. Al first thc bifurcation point (the poinl lI'here II'rinkling occurs) is 

searched by thc cigen value analysis and thc bisection method simultaneously. After finding thc 

bifurcation poinl. thc switching from the main path to the bifurcation path is done by using the 

eigen-vector which corrcsponds to the zcro cigcn value at the bifurcation point. Modificd load 

incremental mcthod is used in pursuing lhc bifurcation path. and thc configuration of thc wrin 

kJing. and thc rcgion of the wrinkling which sprcads with cvery torquc increment are analyzcd. 

*1 Graduale Studenl. University of Tokyo 

*2 Professor. Institute of Industrial Scicncc. University of Tokyo 
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