
異方張力曲面形状の数値解析

概要

鈴木俊男ー !

半谷裕彦 1

膜帯電造の形状解析法として異方張力幽面について検討した。異方張カ幽面は等張力幽面よりも膜形状

を決定する自由度が大きい幽面である。異方張力幽面の基礎式を曲面のカの釣合式から導き、その一般

解を求めた。解析例として回転懸垂面と HP幽面を数値解析することによって、本解析法の妥当性を確

認した。

l.はじめに 作用する応カの方向がそれぞれの切断面に直交し、応

膜構造を設計する上で、第一の作業として膜商の形 カの大きさが異なる曲面のことをいう。」

状決定がある。政面の形状は、力学的に最も安定性が これを、図 1を用いて示すと、切断面を幽面のパラ

ある等強力幽面とすることが多い。 しかし等強力曲面 メータ α，sに沿ってとる渇合、異方張力 nα、 n-9は、

は境界有毒遣の形態が与えられると一義的に幽面が決定 s， α幽線に対して直交する応力となる。

されるので、膜デザインや設計外力に対する低抗曲面

としての磁通性が小さいという問題点がある。これに

対して、各方向の強力を異なる健に設定することによ

り幽面形状を種々に変化させることができる異方強力

曲面[1 ) . [2!は、等強力曲面と共に実用設計上有意義な

曲面といえる。

異方強力幽函の場合には、等張力幽面の場合のよう

に幽面積の汎関数が容易に幾何学的考察から求められ

ないため、その数値解析的研究は少ない。

本報告では、異方強力曲面の形状解析法4こ関する定

式化と簡単な数値解析を行い、等張カ曲面との佐賀の

違いを述べる。

2.異方強力幽面の基書式

図1.異方張力曲面の微小面積

2. 1 異方強カ幽面の基礎方程式 異方張力幽面の基礎方程式を求めるために、 α，s 

本論文では、異方張力的面として次の定義を係用す 幽線で表わされた曲面の微小部分のカの釣合式を求め

る。 r異方張力的面とは、微小要素の2辺の切断面に る。 まず、幽面を表わす座標をX，Y， Zとすると、

*1 フジタ工業技術研究所主任研究員 同東京大学生産技術研究所教授



これらは、次の織な α • sの函数として求められる.

X=X (α. s) (1-1) 

Y = Y (α. s) (1・2)

Z = Z (α. s) (1-3) 

つぎに、幽面の位置ベクトル rは、次式となる.

r=Xe.+Yeけ Ze z (2) 

ここで、 e..(， ey， ezはデカルト座標系の各方向の

単位ベクトルである。 (2) を用いて、基底ベクトル

9α. 9.s. 法線ベクトルNを求める。

9α=dr/au=Xα6.+Yαeけ Zαez

9.s=dr/dβ=X.seけ Y8eν+Z.sez

(3・1)

(3・2)

( 4) 
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ここで、 Xα.X8.…はXの α、 sIこ関する偏微分

を表わす.

また、 9α. 9.s. Nの単位ベクトルを次に示す。

t α=9 α/19α1= て~ (Xαex+Yαey+Zαe: ) 

Vgαα (5・1)

t.s= 9.s/ 1 9.s1=一τL(XaeJYseけ Z.sez)

v g.s.s (5・2)

n =N/INI = ー {(Y αZ8-Z "Y ，~) ex 

+ (ZαX.s・XαZ.s) eν 

+ (XαY 8-YαX8) ez} 

ここで、 H=!Jgααg.s.s-gα.s2 

(6) 

(7) 

また、 g "". g 8.s. g alJは第一基本計量で、次玉突で

与えられる。

gαα=9α・9α=X，i+Yα2+Zα2 (8・1)

g.s.s= 9.s・9.s=X.s2+Y.s2+Z.s2 (8・2)

gα.s= 9α・9.s=XαX.s+YαYa+ZαZ.s (8・3)

更に、図 l より切断面にi:<<~方向の単位ベクトル t α

と t8を求める。

tα=nXtα 

次に、等張力が tα. t.s方向に作用したときの微小

部分のカの釣合いを求めると、

B 
。 (nα ，y g .s.sd8 t '1) dα 
α 

+ ーと (n 8 i/ g ααdαtα) dβ = 0 (10) 
3β 

(10)に、 (9・1) (9・2) を代入してdadβで翻ると、

ii 1 n N 

一 |一二 { (Xαg Il.s-g a.sX8) e混

dα I H 

+ (Yαg ，&8・Eα8Y 8) eν 

+ (Zαg 88・Eα.sZ8) ez} 

+111Y{(Xagαパ dα)ex 
dβI H 

+ (y 8 g o:a-g alJ Y a) e y 

+ (Z.s gαα 日 Zα)e:} 1 = 0 (川

となる。これを更に書き下して、 ex， eYt ezの係数

に対して整理すると以下の様な微分方湿式が得られる.

nαg.s8Xαα-(na+n8) galJXalJ+n.sgaaX88=0 

nαg 88Yαα・(na+n8)galJYalJ+n.sgααY 88=0 

nαg.s.sZαα・ (na+n，s) ga8Zα8+n8 gααZ88=0 

(12) 

上式は、未知量がX、 Y、 Zに関する僧線形の連立

2階非線形偏微分方程式であり、この式が異方強カ曲

面の基礎方程式となる.

2. 2 異方強力幽面の一般解

( 12) で表わされた奥方強力的面の基礎方程式にお

いて、 2J!?1偏微分Xαα.Y aa• Zaa等の係数 gαα，
g 88. g a8は、 1階偏微分の 2乗を含む非線形項となっ

ており、このままでは解を見い出すことができない.

しかし、これは楕円型偏微分方程式に属する方程式で

あり、独立変数 (α.s)を、

1 1 e =骨 (α.s) (13・1)
= 一一 ・ーー { (X.sgaa-ga8Xa) e， 

可=中 (a• s) (13・2)、fgcta H 
+ (Y 8g側-ga8Yα) eν 

(e.η)に変換することにより、標なる関係の下に、
+ (Z8gαα-gαFJZα) e z} (9-1) 

治型の偏微分方程式に変換することができる.すなわ
t，s= t母Xn

ち (12)は等温直受変換関係式
1 1 

g ce= gηη (14・1)= ーー -一一 { (Xαg 8.9・Eα・守X.9) e x 、(g88 H 
+ (Yαg 8，s-g afJ Y 8) e y E圭η=0 (14・2)

+ (Zαg .98-gα，sZ.s) ez} (9・2) の下で、
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，2 X O2 X 

n"一一 +n R -一一 = 0 Ol;2 d可2

o2 y O2 Y 
n"一一 +nR --ー = 0 
-31;2 守 3可2

o2 Z d2 Z 
nα 一ーーナ + n a -一一一 = u 

a~2 oりZ

に~検される.

上玉たは、 X，Y， Zに関して、同ーの 2階線形微分

方程式となっている.したがって. X， Y， Zは、次

の方程式の解 a (ふりを共通の解としてもつことにな

(15・1)

(15・2)

(15・3)

る.

dZ a O2 a 
nα ープー + n 13一一=0 (16) 。と2 O1)2 

そして、 X，Y， Zはaの函数として次の織に表わ

すことができる.

X=ft (a) 

Y=f2 (a) 

Z=f3 (a) 

(17・1)

(17・2)

(17・3)

上式から、 X，Y， Zは互いに独立した変数ではな

く、 aという共通の函数によって結び付けられた互い

に従属関係にある変数であることがわかる。

次に、菌数 ft (a) -f 3 (a)の形式を求める。た

とえば、 f t (a)は次の織になる。

(17・1)を(15-1)に代入すると、

o2ft O2ft 

nα一一+n 13 -一一 =0 ot;2 O月2

また、 (17・1)より、

(18) 

oft dft da 
(19・1)一一Bと da dと

oft dft da 
(19・2)一一 一一一一

。可 da o可

三=会(::??t14(::)
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(19・3)

(19・4)

(19・3)， (19・4)を(18)に代入すると次王えとな

る。
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ところで、左辺第 2項の I n ，，--::--+ n .q-ーー|

¥ Jε， an< J 
lま、 (16)より Oとなるが、

I ~ 崎 、 Z I ，崎、2

左辺第 l項の !n a [ ~~ 1 + n (j [竺1 )は一般的
‘ ¥ dt; J ¥ J~' .1 

にOとはならないので、上式が成立するためには、

A
U
 =

 

f
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H
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( 21) 

なる関係が成立しなければならない。

(21)を 2回積分すると、

ft=Cta+C2 (22 -1) 

となり、 ftの形式は aに関して一次式となることがわ

かる.ここで、 Ct，C2は積分定数である.

問機に、 f 2， f 3についても次のように表わせる.

f2=dta+dε (22・2)

f3=eta+e2 (22・3)

l'Jr(に、パラメ ータ U，η)で表わされた上式を、元

のパラメータ (α ，s)に変換すると、最終的に異方強

力幽面の基礎式(12)の一般解は、次王えの形式となる.
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ここで、 a (α ， s)が未知震で、 λ，μ， v， X0， 

ye， Z 0は、初期条件によって定められる定数である.

また、上式の物理的意味は、図2で示されるように

X0， Y0， Z0を初期幽函とし、 λ，μ， '11を初期幽面

で級定された方向余弦としたとき、異方i1Iカ幽面を表

わす座穣X，Y， Zは、 初期幽面上の座銀 X0，Y0， 

Z0と方向余強方向の距.aの和として求められること

である.

図2.幽面を決定する未知量aとその方向余弦

-3-



2. 3 異方強力幽面の変分式

ここでは、異方張力曲面の変分式を求める。まず、

異方強力曲面の基礎方程式を求める過程の式(11) を

再記する。

と I ~三 { (Xαg，s，s-ga.eX.e) e. 
dαl H 

+ (Yαg，s.e・Eα.eY 8) eν 

+ (Zαg .e.e-gα8 Z 8) e z} 

+ ~ I竺 {(X.e gαパ a.eXα)ex 
dβl H 

+ (Y li gαα-gα.eYα) eν 

+ (Z.e gαα-ga.eZα) ez} I = 0 

( 24) 

ここで、 ex， eYt ez.の係数についてまとめると、

たとえば exの係数は次式となる。

一|ど {(Xags.e-gasXs)I da l H j 

+iltf{(Mα，s -g a.e X a) 1 = 0 (25) 

ところで、上式の第 l項と第 2項は、次の様になる。

~ [γ(山 8 ・ ga.eX.e) 1 =え(ffr)

礼子(X，sgαα 富山)トム(己主)

したがって、 (26・1) ~ (26-2)を (25)に代入し

て、 !_(~!l~) i + 
!_ (~i!l_~~) i =0 (27-1) 。α¥ axα J d.e ¥ dXs } 

同織に、 ey. ezの係数についても、

土(112?)ト目立)= 

~_ ( 竺!日~)i + !_ ( ~~竺~)i =0 (27・3)
3α ¥ aZα } aβ ¥ aZs ) 

ここで、上式の各項にそれぞれ座標の変分 d X、

d Y、 d Zをかけて積分し、さらに境界条件項を加え

た変分式をつくる。

L jj(rz))J(tF)))sx 
+(;(勺1))J(flr)))sy
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ここで、長 α 、五s 等はそれぞれ境界伊 =fJ ， 

α=aにおける境界反カのX方向の分カを表す。

d五α2+員α2+員α2= nα (29-1) 

，; nS2+長82+長.e2= n s (29-2) 

1 O ( n 13H) 
境界面に作用している内カ ーァーーーで二一等は

v gαα01.13 

(9-1)で表される断面カ n13tαのX方向成分等で

ある。

次に、 (28)を書き換えると次式となる。

j j i( a ( 3(nJ) ) a ( 3( 川~) ) ) d 11-1一一一一 +ー|一一一一 1 1δX 
α .e l ¥ oα ¥ dXα as ¥ dXij } } 
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+jJASSX+山 dY+n.adZ!九 四da

+ J.a r n a d X + n a d Y + n a d Z 1 v g.a.adS 

ここで、上式中:………の2項を考える。

-r J J ð ( ðnX~~) ) d XdS 

-JJ二(ヨデ))d X州
=-jjfy)守

=-jjaTSXα仙

(30) 

(31) 

従って、他の項も同線に変形すると (30)は次式と

なる。

f f r d(nαH)___ d(n，8H) -I I I 一一=-d X，.， + 一司二二-d X ... 
JαJ .a l dXα dX.a 

d(nαH) d(n，8H) 
一一ー- dYα+ 一一二-d Y ... 

dYα dY.a
可

。(nαH) d (n .8H) 1 
+ ---d Za + 一一-d ZF11 dadS dZα dZ.a叩 j

+ J a 
[ n.a d X + n.a d Y + n .a d Z ) V gaadα 

+ JJ五αdX+五αdY + n a d Z 
1 
v g.a.adβ 

= 0 (32) 

ここで、境界条件として織何学的境界条件を考えると

境界上での座標の変分は Oとなるから、 (32)の第2、

第3項はなくなり、結局次式となる.

JJ.a卜 α(;tsxα+ZfYα+27Zα)

ns(Zsxs+7bys+;bzs)lw 
=0 (33) 

上式が、異方張カ曲面の微分方程式を基とした変分

式である。この式は等張力曲面の畿に汎関数として表

現されていないが、 レーリーリッツ法等の雌散化手法

を適用する易会の基本式と見なすことができる。 また、

この式は弾性論における仮想仕事式に相当する式であ

る。

2. 4 デカルト庫銀系と円柱座標系における異方張

カ幽面式

(26)で示された異方張カ曲面の一般解の内容を明

確にするために、ここでは、デカルト座標系と円柱座

標系における表現を与える。

まず、デカルト康保で表された異方磁力幽面を考え

る。(図3参照)

曲面パラメータ α=x， s=y (34) 

方向余弦

初期曲面

λ=0，μ=0， '¥1=1 (35) 

Xo=α， Y o = s， Z o = 0 (36) 

(34) - (36)を (26)に代入する。

X=O・a+α=X

Y =0・a+ s = Y 

Z=1'a+0=a 

位置ベクトル

r = X ex+y ey+a ez 

X 

Y 

(37-1) 

(37・2)

(37-3) 

(38) 

図3.デカルト鹿僚系による幽面表示

第 1基本計量

gx=1・ex+O・eν+axez

gν=0・ex+1'eν+aνez

gxx=gx.gx=1+ax2 

gyν =gν・9ν=1+ aν2 

gxν = a x aν 

H=  ~ gxx gyy_gxy2 

= JJ (1+a x2) (1+ a y2)_ a x2 a y2 

=JJ1+ax2+ay2 

(39・1)

(39-2) 

(40-1) 

(40・2)

(40・3)

( 41) 

上式を (36)に代入するとデカルト座標系で表され

た異1i張力曲面の変分式は次式により求められる。

dI1= 

j;:j:jlnx(:tsxx+:tsyx+::;szx) 
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上式は、 n，=nνとすればデカルト座標系で表された

等張力的面を表す汎函数の変分式と一致する.

次に円柱座僚で表された異方強力幽函を考える.

(図4参照)

曲面パラメ ータ α= 8， s = z (43) 

方向余弦 λ=cosα，μ=sin α， '¥1 = 0 (34) 

初期幽面 Xo=O， yo=O， zo= s (45) 

(43) - (45)を (26)に代入する。

x =cosα. a + 0 = cos 8・a (46・1)

Y =sin α. a + 0 =sin 8・a (46・2)

Z = 0・a+ s = z (46・3)

幽面の位置ベクトル

r = cos 8・aex+sin 8・aeけ z.ez (47) 

Z 

Y 

図4.円柱慶事翼系による曲面表示

第 l基本百十量

g9= (-sin 8・a+cos 8・a9) e x 

+ (cos 8・a+sin 8・a9) eν 

+ 0・e. (48・1)

g. = cos 8・a.ex+sin 8・a• e y + l' e. (48・2)

-・g99= 9 9・g9=a 2+a 92 

gzz= gz・g.=az2+ 1 

( 49-1) 

(49・2)

(49・3)g自ε=a 9a z 

H = 1/ g 99 g • • -g 9.2 

= 1/ (a 2 + a 92) ( a .2+ 1)・(a9a.)2

= iJ a 2 + a 2 a z 2 + a 92 (50) 

いま、軸対称回転幽面を考えると、 a，，=Oであり、

H=I/a2+a2az2 =aiJ1+a.2 (51) 

上式を (36)に代入すると円柱康保系で表された呉

方強力曲面の変分式は次式により求められる。

dII= 

|ne|-sxe+ - sye+ - sze) J~ Jぺ
(8H 3H 3H

o J -L/2 I 
~ 

¥ dXe dYe dZa 

{ dH dH dH ¥ I 
+ n. I 一- dXz+ 一-d YZ + ---d Zz I I d 8 dz 

¥ dXz dYz azz I J 

f LI2 
=2πIlIH_[naa(l+az2)da+nza2azdaz] dz 

J -L/2 

=0 (52) 

上式は、 na=n zとすれば鮪対称回転曲面の等強力幽

面を表す汎函数の変分式と一致する.

3..方強力曲面の量値商事法

3. 1 レーリーリツツ法による徴値解法

奥方強力曲面を表わす変分式 (33)にレーリーリツ

ツ法を適用する.ここでは、紬対称問題を考える.

仮定関数を次式で表す.

a=仇 (z)+Laiφi (z) =仇 (z)+tIj! (z). a (53) 

ここで、仇 (z)、φ(z) (i=l，n)は基底関数列、 a;

(i=1， n)は未知変数列である.また φ(z)、 aは次の通

り.

φ(z)=' [ctt(z)仇(z) .....私(z)] (54) 

a =t [al a2 ・・・・・ .an] (55) 

また、

a z=d仇(z)/dz+La;'dct; (z)/dz 

=d仇(z)+dtφ(z)/dz，a 

次に、 aの変分を求める.

(56) 

d a =t Ij! . d a (57) 

d a z =t dφ (z)/dz・da = t Ij! z . d a (58) 

(53)、 (56) - (58)を (52)に代入する.

fLI2 
dII=tda2π I ~ l~H [n e a (1 + a z 2)φ 

J -L/2 

+nza2azφz] dz 

= 0 (59) 

ここで、 daは任意の値を取り得るので、停留式は

jM 1lH [nea (1+a:2)φ 
-LI2 

+nza2a.φ.] dz 

=0 

となる.

(60) 
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次に、ニュート ンラプソン訟を用いるときの、増分

方程式を求める。まず、 (60)の増分を考える。

l-(fEnea(山

+1IH d [nea (1+az2)<I+nZa2aZφzJ J dz 

(61) =0 

上式の場分項は次の様になる。

d(1/H)=-1IH2dH=-1IH2d # a2 (l+aZ2) 

=ー1IH2・1/H(a(1+az2)+a2az)da

ここで、 (57) より da=tφdaであるから

d(l/H)=-1IH2 .1IH(a(1+az2)+a2az)t 'I.d a 

また、

d [nea(l+az2)φ+nza2az'lzJ 

=φne(da (1+az2)+a2azdaz) 

+φznz(2ada az+a2daz) 

= [<lne((l+aZ2)tφ+a2aztφz) 

+φznz(2aaztφ+ a 2 tφz)J .da (63) 

(62)、 (63) を増分式 (61)に代入する。

f L/2 
(1 ..( b 1巴 +1/HEJ dz) d a = 0 (64) 
J -L/Z 

(62) 

ここで、

b = nea(l+az2)φ+nza2azφz 

t U = -1IH2 .1/H(a(1+az2)+a2az)tφ 

E =φn e((1+a z2)t 'I+a 2a zlφz) 

+φznz(2a azlφ+ a 21φz) 

(65) 

(66) 

(67) 

従って、増分方程式は次式となる。

ICda=df (68) 

ここで、

K=jrfsbtU 川 EJdz 

df=J12H[nH(山 )φ

(69) 

+nza2az<lzJ dz (70) 

(68)が各ステップの滑分方程式、 (70)は不釣合

量を表わす。計算は df=0となるまで反復させる。

3. 2 有限要素t去による数値解法

ここでは、 3角形要素を用いる.

図5に、初期幽面と異方強力幽面上の座標および方

向余弦を示す。

(X0 I ，Y0 I ， Ze I ) 

図5.三角形要素による曲面表示

ここで、

Xei， YSi， Z0i:初期曲面上の節点 iの康保

X0o， Y因。， Z 0e :初期的面上の要素内部の度保

Xi ， y; ， Z; :等強力幽面上の節点 lの座標

Xe， Ye， Ze :等張カ曲面上の要素内部の座領

λ'" λν"λz，:節点 iの方向余弦

ai :節点 iの距隊(未知量)

また、次の記号を定義する。

X0i =1 {X01 X02 X03 Y01 Y02 Y03 

Z 01 Z 02 Z 03} (71-1) 

X0.=t {X0o Y0e Z0o} (71-2) 

Xi =t {XI X2 X3 YI Y2 Y3 ZI Z2 Z3} 

(71・3)

(71-4) 
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{
 一-e
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Ax= [十九]，
Az=111i (72) 

ai=1 {al a2 a3} (73) 

また、異方強力幽面上の宣告点座穣Xiは、初期曲面上

の節点度線X0iと節点BI!自laiとにより、次の様に表わ

される。

Xi=X0i+A'a; (74) 

ここで、 A={会)
また、図3により、要素内部の座標X.は要素節点座

領 X ;で表わすことができる。

I 1・ ・1・・ 1・・ 1r A - ・1
X. = I . X • • K . • X • I I . A . I X ; 

L"y"y..yJ L . -AJ 

=リ (X，y) 'x;=lJ' (x0i+A-ai) (76) 

上式が、異方強力曲面上の要素内部の座榎X.を、節

(75) 
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するときの基本となるものである.

異方強力幽面上の位置ベクトルは、

更に、 (74)を用いて、 (87)を変形すると、

dH=tda，tNYa  (88) 

つぎに、要素の変分式を (36)から次のように定義

(77) する。

点距離a，で表わしたもので、今後第 l基本計量を計算

r=x.ex+y.eν+ z. e z 

g x x = (~~~) (た)¥ (78-1) 

で表わされるか ら、 第1基本計量は次式となる。 dII. = 

(::~ r 
(ごrぃ=(~;.)\ (計二 (78・2)

dx. ax. ay. ay. az. az. 
g x y = 一一一一 +一一一一 +一一 一 一(78-3)。x ay .1X ay ax ay 

また、 (76)から、

idx ¥ _ d ~ . ~g ~ ¥ _ aリ
l yx i={B ye/3x i= 一一ー .Xo= UxXo 
Zx} ¥ ai./ax' ax . (19-1) 

(xv、t3xe/33)3リ A
Yν}一la Y. /a Y ~ = 一一一・ = ¥J.X 
Zνj laz。/3y a Y 1 f h・2)

上式を、 (78-1) - (78・3)に代入すると、

gxx=tXotUxUxXo (80-1) 

gyy=tXitリνUyXo (80-2) 

E川 =txot UxリνXo (80-3) 

次に、書官 l基本計量のベクトル表示を示す。

g=t {gxx g川 gx y} ( 81) 

更に、 gの得分を (80)、 (81)から求めると、

dxoを用いて次の様に表わすことができる。

dg=Y.dxo (82) 

L園、-.~ r 2t X o' Uxリx 1 
Y= I 2t 

X o ~.~リ I (83) i t x，(t寸x'-'uν+'リνリx) J 

次に、 (7)で定義されているHの増分を考える。

dH = d~ gxxgyy_gXy2 
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(84) 

(85) 

0 = t (σ 16263)=Lug(86) 
2H 

とすると、 (84)は、 ( 85)、 (86)及び (82)を用

いて、
dH =' d g. 0 

='dx，'Ya (87) 

j;jj;jlnx(;;;Sい:わい:fszx)

=0 (89) 

ここで、座標系はデカルト1M鎮で表わした要素座領

系とする。

また、

aH 

aXx Xy 
aH 

Y y ~ ) = 1IH (gννYx gx y 
33YH X 

Zx Zν 

oZx 

= l/H (gννリxXi・gxyリyX o) 

同様に、

(90-1) 

=1IH (gxxUyXo・ gxν UxXo) 

また、 (79)より

(ix y:)=山 X ，
oZx 

(90-2) 

(91・1)

(iXνi Y ~ ~ = UνOXo 
oZνJ 

となる。 (90) と (91)を (89)の変分式に代入する

(91-2) 

と、

dII.=tdxoX 

J (nxtUx川

+nνy t 1..リFν 1IH(gx xリνXo・ gxνUxX o)} dl¥dy 

=' d a o X 

'̂J (nx
t仇山yyUx X ・川Xo) 

+n y'リν1IH(gxxUνX i -gx yリxX o )} dltdy 

=t d a; X 
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'A J [ny'UyU.x，: n川 UxXii 

-( n，' Ux リνx，+ny'UyU，X，)] 1/Hgdl¥dy 

=0 (92) 

また、 oII.=Oより停留式は次式となる。

'AJ [ny'UyUνx; n川 UxX，i 

-(n，'UxリνXi+nytUνUxXi)] (1/Hg)dl¥dy 

=0 (93) 

この式が釣合式となる。

次に、ニュートンラプソン法を用いるときの、増分

方程式を求める。 まず、 (93)の被積分項の増分を

[ ]と (1/Hg)の部分に分けて考える。

被積分項の増分

= d [ ] (l/H g) + [ ] d (l/H g) (94) 

ここで、

d [ ] (1/Hg) 

= [n y tリνUνdXii nxtUxUxdXi i 

-(nxtVx Uνdx i+nνtUνリxdXi)] (1/Hg) 

=[nytUνリydxi (l/Hgxx) 

n xt Uxリxd X i (l/H gy y ) -( n x tリxリ.dX i + nν 

'リyUxd X i) (lIHgxν)] 

= [nytUνL九(1/Hgxx) nx'リxリx(l/Hgν.) i 

ー(nx tリxリけn.tリνリx)(lIHgxy)]dXi (95) 

また、

[ ] d (1IH g) 

= [ ] (d (1 IH) 9 + lIHd 9 ) 

= [ ] (ー1/H2dH+l/Hd g) 

= [ ] (ー1/H29・'aVdXi +lIHVdxi) 

= [ ] (ーνH29・ta V+l/HV)dx， (96) 

(95) と (96)に (74)の増分式 dXi=Adaiを代

入し、更に (93)に代入すると次式が得られる。

I(-da， =df， 

ここで、

1(=1(，+1(2 

1(，九J [nytlJyUy(内 x) d叫

n x tリxリx(1/Hgyy) : 

(97) 

(98) 

ー(n，'Ux Uν+nJリνリx)(l/Hgxν)] Adl¥dy (99) 

1(2='AI [nytリyUνx，jnx tリxUxX，
ー(n決 tUx UνX i +n.tリνUxX，)] 

(ー1IH29・ta "'+l/HV) Adl¥dy (100) 

-9 

d f， -=ーイ [nv tリ，.UyX，'n，tVxUxx 

-(n x'リxリvx.+ny'UV リxx，)] (1IH 9 )dl¥dy 
(101) 

である。

(97)が各ステップの得分方程式、 (101)は不釣合

量を表わす。計算は df，・が Oとなるまで反復させ

る。

4. 軍駐舗両軍析例

4. 1 回転.霊幽函

異方強力曲面の解析例として、回転懸歪曲面をレー

リーリッツ訟により解析した(図6)。この幽面は、

等張カ曲面の渇合には解析解が得られている。

仮定関数は、仇(z)として等張力曲面の解析解である

双幽関数を、仇 (z)として三角関数を設定した。

a = c cosh( z / c) + a 1 cos(πz/L) (102) 

ここで、 cはLによって決まる定数である。

「
L~ 

図6.回転懸霊曲面

n z = n 

L/R=1. 0の場合の解析結果を表 1~21こ、図?に断面

図を示した。狼カ比 (nz/ne)が1.0より大きいと、

等強力曲面と比較して安定解では外側に、不安定解で

は内側lこはらむことがわかる。図8は、円の高さ L/R

を変えたときのくびれ位置 raIRの変化の様子を示し

たものである。強力比が大きくなるに従って曲面の存

在する限界高さは上昇することがわかる。また、点線

の部分は解が発散した部分である。

参考のために、 L/R=1.0，nz/ne=0.8と1.2の時の有限

要素解を図9に示 した。



表1.数値解析結果 (L/R = 1.0、安定解)

強カ比 nz/n e 

Z/R o. 8 1. 0 1. 2 

0.50000 1. 00000 1. 00000 1.00000 

0.40000 0.92268 0.94440 0.96132 

0.30000 0.86064 0.90194 0.93413 

0.20000 0.81518 0.87202 0.91633 
0.0 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 

0.10000 0.78742 0.85424 0.90633 R 

0.00000 0.77808 0.84834 0.90311 図8.回転懸霊幽面のくびれ位置

表2.数値解析結果 (L/R= 1.0、不安定解)

強カ比 nz/n e 

Z/R o. 8 1. 0 1. 2 

0.50000 1. 00000 1. 00000 1.00000 

0.40000 0.73917 0.66582 0.59321 

0.30000 0.59344 0.45393 0.31581 

0.20000 0.51744 0.32542 0.13531 

0.10000 0.48241 0.25669 0.03320 

0.00000 0.47244 0.23510 0.00011 

図 9. 1 有限要素法による異方狼カ曲面

(L/R=1.0，n=0.8) 
0.5 

¥、

α
¥
N
 。。

ー0.5
n :掛刀比 (n，/n.. ) 

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 
R 

図 7.回転措置霊面 断面図

図9. 2 有限要素法による異方磁力幽面

(L/R=1.0，n=1. 2) 
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4. 2 HP幽面

図10に示し た境界条件をもっHP幽商は次式で表

される。

Z(x，y)=2h(x/a)(y/b) (103) 

初期幽函は上式を用いた。 ここでa=bとする。要素分

割数は X，Y方向共に 10分割である。異方張カは x

輸に対して45・ と135・の方向に作用させ、張力

比 nはn=n./nhとする。 ここで n川 n.はそれぞ

れ、 45.方向の張カと 135。方向の張力である。

解析した高さはh/a=1.0、 n=0.5，1.0，2.0である。図

1 1と12にそれぞれパースと断面図を示した。強力

比が高々 2111J程度の変化によって幽面形状は大きく異

なることがわかる。 このことから、設計者が希望する

幽面のサグは強カ比を多少変えることによって簡単に

得られることがわかる。

図10 HP幽面の境界条件

図 11. 1 異方張カ幽面のパース (HP幽面)
(a=b=h，n=O.5J 

図 11. 2 異方張力的函のパース (HP曲面)
(a=IÌ=-h~n=2-:Oア

、
、、¥

.0.707 

I 0.5 

。5

T Z 

4 

Q.707Ix; y 

拍

図 12 異方強力曲面の断面図 (HP曲面)

豆ι孟よ金

異方強力幽面形状を求めるための数値解析手法につ

いて検討した。本手法は異方強カ幽面の基礎式として、

曲面の微小部分におけるカの釣合いから求めた微分方

程式とその変分式を用いている.幽面を決定するため

の解は、初期幽面から任意の方向に設定された方向余

弦方向の琵緩として表現される。そして数値計算法と

してレーリーリッツ法と有限要素法を適用し、軸対狗:

曲面と HP曲面を解析することにより、異方張カ幽面

の性状を把掻すると共に本解析法の妥当性を確認した。

参考文献

[1J Otto，F.，Tensi1e Structures : Vo1ume 2， 

K.I.T. Press，1969，pp.112 

[2J石井一夫、安宅信行、建築膜梅遣の設計、工業調

査会、 1969，pp72

[3J鈴木俊男、半谷絡彦、等強力幽面形状の数値解析、

膜構造研究論文集 '89，pp1-pp12

-11-



NUHERICAL ANALYSIS OF DIFFERENTLY STRESSED SURFACE 
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The paper presents an numerical analysis of surfaces stressed by diffrent tentions in the t旬。

direction forロembranestructure. The basic differential equations材ith three unknoωn coordinate 

functions are derived from the equilibriu口 condition of infinitesimal element. The variational 

equation for surface stressed by different tentions in the two direction are defined by using these 

equations. The solution of the present differential equations is formulated to be the solution 

having one unknown variable which denotes the length in the given direction from the initial surface 

to the unknown surface to be determinated. We used Rayleigh-Ritz田ethodand finite ele目ent method 

to the nunerical analysis， and the surface of catenoid and hyperbolic paraboloid are nucerically 

analyzed. 
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