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鈴木俊男・ 1

半谷裕彦 ・2

膜構造の形状解析をする場合に基本となる等張力曲面の形状解析法について検討した。この問

題については、既に多数の解析法が提案されているが、本報告では、等強力曲面の基礎式の中に

新たな変数を導入することによって、収束性がよく一義的に曲面を決定できる解析法を検討した。

1. まえがき 幽線の中に張られる極小幽函を求める問題いわゆるプ

最近大空間椛造建築特に全天候型スポー ツ施設の建 ラトー問題と密接な関係がある。極小幽函問題は、は

設が脚光を浴びているが、その中で勝徳造が多用され じめにラグランジ A が極小曲面を表す非線形偏微分方

るようになった。股情造を設計する上で、第ーの作業 程式を導いて以来、リーマン、シュワルツ、ワイヤス

として膜面の形状決定がある。股函の形状は、周囲の トラウス、クーラン 11等、著名な数学者が極小曲面形

演界権造と内圧によって決定されるものであるが、ク 状の性質とその解の存在条件の研究を行なってきた。

リープ変形などによる股面形状の変化といった股材料 そして任窓閉鎖曲線内に強られる極小曲面の存在は、

に特有の性質を考慮すると、初期状態の膜函は等強力 ラドー 11とダグラス 11によりそれぞれ独立に証明され

状態に決定することが望ましい。 た。更に、ごく限られたケースについては、極小曲面

等張力曲面の決定方法には次の 3つの方法がある。 の解析解が求められている。しかし実際の肢構造では、

第ーは模型を用いて薄布を張り つける ことにより近似 噴界形状は彼雑であり、その等張力曲面を求めるため

的に求める方法、第二は石けん般の表面張力を利用し には何らかの数値解析的手法が必要となる。

て、模型を作製し、物理的に精密な苦手張力曲面を求め 等張力曲面を決定する数値解析的アプロ ーチは、コ

る方法、及び第三は、電算機を用いて数値解析的 Iこ求 ンカス 2) グリーンスパン引等による差分法的な解法

める方法である。第一の模型による方法と第二の石け にはじまって、今日まで数多くの研究者によって試み

ん膜による方法は、設計段階でその都度境界情造をつ られてきたが、大別すると次の 2つに分けられる。ー

くらなければならず、形状の試行錯誤的な作業が容易 つは極小幽面を求める立場から先に述べた非線形偏微

に行なえないことや、作り出された曲面の座棟舗を立 分方程式ないしはその汎関数を、差分法れ .3)あるいは

体制定するという困難な作業が伴なうこと等の理由か 有限要紫法.，により数値的に解く方法である。二つめ

ら、最近では、第三の数値解析的手法がよく用い られ は、幽面を三角形の集合として多面体近似し、その多

ている。 面体の面積を最小化する方法51.61.71.81.91である。

等張力曲面を求める問題は、数学的には空間上の閉 第一の方法は、基礎式を微分方程式としているため、
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垂直に近い幽面となる場合には解析が困難になること、 幽面の汎関数 と一致することを示す。

及びケーブル境界の峨合においてケープルの取り級い また、先に述べた応力の釣合い条件式を等張力曲面

が容易でないことのために、最近では第二の方法が主 の基礎式として、三つの座線変数聞の関係を吟味する

に利用されている。 とともに、その基礎式を用いて等張力幽面の幾何学的

ところで、以上述べた二つの数値解析的手法を実際 意味はガウスの平均幽率がOとなる幽面であることを示

の問題に適用してみると、両者とも、解の収れん性が す。

悪い場合や、解が得られない場合がしばしば起こり、

等張力的商を精密にかっ確実に求められる解析法は見

い出されていない。本報告では、以上の問題点を解決

するために、第一の方法で用いた微分方程式を、一般

化li僚で表現した微分方程式へ拡張し、かっその微分

方程式の解の性質を吟味することによって、等張力曲

面を決定するための新たな未知置を導入した。そ して、

その未知置を求める方法として有限要素法を採用した。

これにより、第一の方法による適用上の制限を払拭で

き、かっ第二の方法で問題となっている解の収束性に

ついて、 ほぼ改善されている。

数値解析例として、回転懸垂曲面を解析し解の精度

を検討するとともに、同一閉曲線内に安定な等張力曲

面が二つ存在するケースについても解析した。

2. 等張力曲面の基礎式とその性質

等張力幽面の従来の定義は、 「直交座標系O-XY

zを採用し曲面形状を Z=Z (X， y)で表すとき、

次の汎関数を極小とするもの。 」である。

n= I nS#1+zX2+Z.2 d附
または、

日=jne-:了ω
ここで、 Zx=iJz/iJx，zν=iJz/iJy、 nsは等張力、

(1) 

( 2) 

S Dは初期幽面積、 Sはさ事張力曲面積である。(1)は、

2. 1 等強力曲面の基礎方程式

本論文では、等張力幽面と して次の定義を係用する。

「等強力曲面とは、任怠の切断面に作用する応力が、

方向は切断面に対して直角で大きさが一定となる曲面

である。」

これを、図 1を用いて示すと、切断面を幽面のパラ

メータ a，βに沿ってとる場合、等強力 ns は、 a，β

曲線に対して直角に作用する応力となる。

/汗nc

図 1.曲面の微小面積と曲線の微小長さ

害事張力曲面の基礎方程式を求めるために、 a， β幽

線で表わされた幽面の微小部分のカの釣合式を求める。

まず、曲面を表わす座棟をx，Y， Zとすると、こ
れらは、次の織な a，βの函数として求められる。

x=x (a.β) (4-1) 

Y=Y  (a.β) 

Z=Z (a.β) 

( (-2) 

(4・3)

パテマン IS)が石けん肢のポテンシャルとして定義し、 つぎに、曲面の位置ベクトル rは、次式となる。

( 2) は、文献5)-9)で蝉性エネルギー的に定後され [' = X e x+ Y eけ Ze z (5) 

たものである。したがって、両式と極小曲面を定義す ここで、 ex， e y， e zはデカル卜E草原系の各方向の

る汎関数 単位ベクトルである。 (5)を用いて、基底ベクトル

n= I .v1+zx2+Z.2 d州(3) 
を比較すると、物理的意味は異なるが形式上は問ーで

あることがわかる。本報告では、害事張力幽面の定義を

(1) . (2) のように汎関数から行なうのでなく、等張

9α， Qs，法線ベクトルNを求める。

gα= ilr/旬 =xαex+Yαe.+ Zαez 

g lJ= iJr/iJS= X lJe x+Y lJeけ ZlJez

r e x eνe  z 1 
N=gαx g lJ= I xαYαZα| 

LXlJYlJ ZlJJ 

( 6-1) 

(ト2)

( 7) 

カという曲面に作用している応力の釣合い条件式を求 ここで、 X∞ XlJ，…はXのα、 βに関する偏微分

め、その汎関数を求める。そして、その汎関数が極小 を表わす。
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また、 gαg[J， Nの単位ベクトルを次に示す。

tα= gd/〆Igα1= τニニー (Xaex+Yαey+Zaez)
y g"α 

( 8-1) 

t. [J= 9 [J/ 1 9 [J 1 = τ二二一 (X[Jex+Y[Jeけ Z[Je z) 
唱 g[J[J

( 8-2) 

11 =N/ INI = ー一 { (YαZ[J-Z"Y1J) ex 
H 
+ ( ZαX [J-XαZ [J) e y 

+ (XαY [J-YαX [J) e z} 

( 9) 

( 10) ここで、 H= iJ gααg [J[J-g a[J2 

また、 ga晶 g [J[J， g alJは第一基本計置で、次式で

与えられる。

gαa= ga・9α=xα2+yα2+Zα2 (11_1) 

g 1J[J= 9 [J・ g[J=X[J2+Y[J2+Z[J2 ( 11-2) 

Eα[J= ga・91J= XαXeY aY [J+ZαZ[J (11-3) 

更に、図 1より切断面に直角方向の単位ベクトル t.
a

とt.1Jを求める。

t. a= 11 X t.α 

l l 
=一一・一一 { (X [J g aa-g a[J Xα) e x 
Jτ~H 

+ (Y [Jgαα-g a[JY α) e y 

+ (Z [J gαα-gα[JZα) e z} ( 12-1) 

t.[J=t.[Jx11 

l 
= 一一・ーー { (Xαg [J1J-g a[J X 1J) e x 
{giiii H 

+ (Yαg [J1J-g a[J Y [J) e y 

+ (Zαg [J1J-g a[J Z [J) e z} ( 12・2)

次に、等張力が tα t.1J方向に作用したときの微小

部分の力の合力を求めると、

(na~dβt. 1J) da 
3α 

+一三一(n a百三hdtα)ds = 0 
Bβ 

)
 
3
 
l
 

r

，、

(13) に、 (12-1) (12-2)を代入して nadadβで割

ると、

d f 1 
一 |一{(Xαg [J1J-gωX [J) e x 
da l H 

+ ( Yαg [J1J-g alJ Y [J) eν 

+ ( Zαg 1J1J-g alJ Z [J) e z} 

d I 1 
+ート{(X [J g a[J-g alJ Xα) e x 
ds l H 

+ (Y [Jgαα-gα[JYα) e y 

+ ( Z [J gαパ α[JZ a) e z} J = 0 (14) 

となる。これを更に書き下して、 ex， e y， e zの係数

に対して笠理すると以下の械な微分方程式が得られる。

g iJ[JXαα -2 gαiJX alJ + gααX [JiJ= 0 

g iJ1JYαα ー2gαiJYα1J + g aαY 1J[J= 0 

g 1J[JZαα ー2gα[JZ alJ + gααZ 1J[J= 0 

( 15-1) 

( 15-2) 

( 15-3) 

上式は、未知量が X、 Y、 Zに関する司岸線形の連立

2階非線形偏微分方程式であり、この式が等張力曲面

の基礎方程式となる。

2. 2 等張力曲面の一般解

( 15)で表わされた等張力曲面の基礎方程式におい

て、 2階偏微分X仙 Y価 Z aa等の係数 Eαα，g 1J[J・

galJは、 1階偏微分の 2乗を含む非線形項となってお

り、このままでは解を見い出すことができない。しか

し、これは摘円裂偏微分方程式に属する方程式であり、

独立変数 (α ，β〉を、

， =φ (a.β) (16-1) 

7] =ψ (a，β) (16-2) 

なる関係の下に、 ( ， ，η) に変換することにより、標
単型の偏微分方程式に変換することができる。すなわ

ち (15-1)- (15-3)は、条件式

( 1 7-1) 

(17-2) 

= 0 ( 18-1) 

= 0 ( 18-2) 

= 0 ( 18-3) 

g e主=gηη 

g eη=0 

の下で、

82 X 82 X 
-一一一+一一一-
8t;2 8可E

82 Y 82 Y 
一一ーー+一ー一-
8c2 8可2

82 Z 82 Z 
ー一一 + 一ー一一
8c2 8可2

iこ変換される。

上式は、 X， Y， Z'こ関して、同ーの調和方程式と

なっていることがわかる。

したがって、 X， Y， Zは、次の調和方程式の解

a (c，可〉を共通の解 としてもつことになる。

82 a 82 a 
一一 +一一一= 0 (19) 
8t;2 8月2

そして、 X， Y， Zは aの函数として次の械に表わ
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すことができる。

X= fl(a) 

Y= f2(a) 

Z=f3(a) 

( 20-1) 

(20-2) 

(20-3) 

上式から、 X， Y， Zは互いに独立した変数ではな

f2=dla+d2 (25-2) 

(25-3) f3= ela+e2 

次に、 パラメ ータ U ，η) で表わされた上式を、元

のパラメータ (a，β) に変換すると、掻終的に等張力

曲面の基礎式(15) の一般解は、次式とな る。

く、 aという共通の函数によって結び付けられた互い

に従属関係にある変数であることがわかる。 x=λ(α.β) a (a，β)+xa(a.β) (26-1) 

次に、函数 f1 (a) - f 3 (a)の形式を求める。た Y=μ ( a .β) a (a.β) + Y目 ( a .β) (26-2) 

とえば、 f 1 (a) について次の械になる。 Z=ν (a .β) a (a.β)+Za(a.β) (26-3) 

(20-1) を (18-1) に代入すると、

a2 f 1 a2 f 1 
一一 +一一=0 
3と2 a可2

また、 (20-1)より、

)
 
-2
 
(
 

afl dfl aa 

al; da aと
( 22-1) 

afl dfl aa 

a1"/ da a可
( 22-2) 

2竺:_= !-(竺1i . ~~ +竺1.!_ ( ~~ i 
af;2 al; ¥ da J aと da al; ¥ al;) 

d 2 f 1 ( aa ¥ 2 d f 1 a2 a 
一1--1 + 一一 . 一一-
da2 ¥ al;J da al;2 

a2f2 d2fl (aa¥2 dfl a2a 
ー一一 = 一一一一 1 - 1 + 一一 ・ー一一-
3η2 da 2 ¥ a可J da a可2

( 22-3) 

( 22-4) 

(22-3)， (22-4)を (21) に代入すると次式とな

る。
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ところで、左辺第 2項の |ー一一+一一| は、
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とはならないので、上式が成立するためには、

《

U一一

れ一

2a

f
-
d
 

A
U

一 ( 24) 

なる関係が成立しなければならない。

(24)を 2回積分すると、

fl=Cla+C2 (25-1) 

となり、 f 1の形式は aの一次式と なることがわかる。

ここで、 C1. C 2は積分定数であ る。

問機に、 f 2. f 3についても次のように表わせる。

ここで、 a (a.β) が未知置で、 λ， μ 1)， x 0， 

Ya， Z oは、初期条件によって定められる定数である。

上式と似た形式の式は文献りにも紹介されている

が、本報告では、 λ， μ lJと Xa.Ya.Zaを a. βの

関数としており 、任意に定める:fItとしている。

また、上式の物理的意味は、図 2で示されるように

x 0， y 0， Z 0を初期曲面とし、 A， μ， νを初期曲面

で設定された方向余弦と したとき、等張力曲面を表わ

す座標x，Y， Zは、初期曲面上の座標 Xa. Y o. Z aと
方向余弦方向の距離 aの和と して求められることであ

る。

図 2. 曲面を決定する未知量 aとその方向余弦

2. 3 等張力曲面の汎関数

ここでは、等張力曲面の汎関数を求めることにする。

等張カ曲面の基礎方程式を求める過程の式(14)を

等張力 naの項を残した式として再記する。

n日(!-r ~ { (X a g ss - g as X s) e x 
¥ dαH  

+ (Yαgss- galJYs) eν 

+ ( Zαg ss - g alJ Z s) e z } 

+一 一{(X sg aS - g alJX a) e x 
dβH 
+ (Y sgαα - gasYa) e ν 

+ ( Z山-g alJ Z a) e z } 1) = 0 
( 27) 
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q
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の‘
dv(
 

β=y  曲面パラメータここで、 ex， e y， e zの係数についてまとめると、

exの係数は次式となる。 )
 
。‘"の。( 
)
 
4
 

の‘
uv(
 

a = x， 

μ=  0 • 

xe=αYe=βz  e = 0 

(32) - (34)を(26)に代入する。

ν=  1 λ= 0 • 方向余弦

初期曲面

( 35-1) 

na(Jji i(Xαg slr g a1J X 1J) j 

+ !-r ~ ( X lJ g a1J-g alJ X a) 1 i 
d8l H J } (35-2) 

X = 0・a+a = x 

Y = 0・a+β= Y 

(35-3) 

〉6
 
3
 
，，、

Z=1.a+0=a 

位置ベクトル

( 28) 

ところで、上式の第 l項と 第2項は、次の織になる。

(37-1) 

(37-2) 

( 38-1) 

r = x e x+ Y eν+ a e z 

第 l基本計1ft

9 x= 1. ex+O・Ey+axez

gν=0・13x+1. 13ν+aνe z 

gxx= gx.gx=1+8x2 

Eνν=gν.gy=1+8νE 
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。(a(neH)¥ a (a(noH)¥ 
ã~ l-aζ-)+asl-aζ-) = 0 
問機に、邑 y.... e zの係数についても、

a (a(noH) ¥ a (a(noH) ¥ 

aa ¥ aVa J a8 ¥ aV畠 1

a (a(noH) ¥ a (a(noH) ¥ 
以下z:-)+ ali l 8Z:;-) = 0 
また、上式(30-1)- (30-3)の微分方程式からわ

かるように、この 3式を停留式としてもつ汎関数は次

(38-2) 

(38-3) 

( 39) 

g xν= a x aν 

H={Eτg  yy-g Xy2 

= ~(1 + a x2) (1+8y2)-8x28y2 

=~1+8x2+8 y2 

上式を (31)に代入するとデカルト座標系で表された

等張力幽面の汎関数が次式のように求められる。

(30-1) 

したがって、

て、

( 30-2) 

( 40) 

上式は、 n回を省略すればz座僚のみを変数とした従

来の極小曲面の汎函数と一致している。すなわち、従

来のデカルト座標で表現された極小曲面式は、初期幽

v
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V
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」
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一
舗
則n
 

p
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l
-
J
 

Z
 H
 

( 30-3) 

面を z= 0平面とし、方向余弦を (0.0.1) とした場合

に相当するものである。

次に円柱座標との対応を考える。

の織に表現できる。

nn 

・川
UNU
 

A
U
 

H
 
m白n
 

p
i
a
!
d
 

一一
nu 

= I n e~…ω2ω 
( 41) β= z a = 8. 曲面パラメータ

)
 
ーの5uw{
 

ν=0 

( 42) 

〉3
 
4
 
(
 

μ=  51 n a， 

Zo=β 

え=cos a ， 方向余弦

初期曲面

上式が、等張力曲面の汎関数表現である。

すなわち、文献 10)で石けん肢のポテンシャル関数

としてアプリオリに定義した式(31)は、物理的に等

張力曲面を示す式であることが示された。また、

(44-1) 

xe=O. ye=O. 

(41) - (43)を(26)に代入する。

X = cos a . 8 + 0 = cos ()・ a

〉-3
 
(
 

式によれば、いわゆる極小曲面の汎関数(3)は、等張力

n 0を省略した式であることがわかる。 ( 44-2) Y=sina・a+0 =sin()・8

(44-3) 0・8+β=Z Z = 

曲面式

( 26)で示された等張力曲面の一般解の内容を明確

にするために、ここでは、デカル卜座棟系と円柱座標

系における表現を与え、従来から知られている極小曲

( 45) 

曲面の位置ベクトルデカルト康保系と円柱座標系における等張力4 2. 

r = cos ()・ ae x+sin8・aey+z.ez

第 I基本計量

ge= (-sin()・a+cos ()・ 8e) e x 

+ (cos ()・ a+s in ()・ a白) 13ν 

(46-1) 

gz=cos()・8zex+sin()・8z 13 y+ 1. e芝 (46-2)

+ 0・ez

-5ー

面式 (ne= 1) との関係を考察する。

まず、デカルト座標との対応を考える。



2~ ̂  _2 g 99= 99' 9 9= a '+ a 9 (47-1) 2 ~基本計量となっていることがわかる。 すなわち、

g..=9"9z=az2+1 (47・2)

g 9. =a 9 a • (47-3) 

H = # g 99 g z z -g 9z 2 

= #(  a 2 + a 92) ( a • 2+ 1)ー(a98.)2

= #a2+a28Z2+892 (48) 

( 52)の gi jおよびHυ(i.i=a.β〉が、それぞれ

曲面の第 lおよび第 2基本計置になっているので、定

後より(52) の左辺はガウスの平均曲率となり、結局、

等張力曲面においてはガウスの平均曲率が Oになるこ

とがわかる。

いま、給対称回転幽面を考えると、 a自=0であり、

H= #a2+a2az2 =8百三7 (49) 3. 有限要素法による定式化

上式を (31)に代入すると円柱座標系で表された害事張 前1';lで求めた等張力曲面を表わす一般解(26) と汎

力幽面の汎関数は次式により求められる。 関数(31)を用いた有限要素解析について述べる。

ロ=211"fn08日目z ( 50) 
ここでは、 3角形要素を用いる。

図3に、初期曲面と等張力幽面上の座係および方向

上式は、 n0を省略すれば軸対休回転曲面を表す従来 余弦を示す。

の極小幽面の汎函数と一致している。すなわち従来の

式は、初期幽面を z軸上にとり、方向余弦を半径方向

にとった場合に相当するものである。

2， 5 ガウスの平均曲率

等強力曲面の基礎方程式(15)を基にしてガウスの

平均幽$を求めると、ガウスの平均的率がOとなること

を証明する。

(15-1) x (YαZ Ir Z a Y s) /2 H 3 

+ (15-2) x (ZαXs-XaZs) /2H3 

+ (15-3) x (XαY s-Y aXs) /2H3 

=0 )
 -
5
 
(
 

として、これを笠理すると次式となる。

-::-( g aaHss-2 g αsH as+g ssHαα) =0 (52) 
2Hζ 

ここで、

a
 

d
 

V
A
 

、‘，，a
 

y
 
a
 

q
u
 a
 
z
 
a
 
y
 
，E
、i 

'A
-
un 

=
 
α
 
α
 

H
 

+ ( ZαX s-X aZ s) Yaα 

+ (XαYs-YaXs)Zaα} 

1 1 XααYaα Zaα| 
ー IXαYαZα|
H 1 Xs  Ys  Zs 1 

ー 19α，αgα9  s 1 
H 

(53-1) 

問機に、

Has= ー 19α，s 9α9sI (53・2)
H 

Hss= ー 19 s， s 9 a 9 s 1 (53・3)
H 

また、 Hω H剖 Hssは、 (53)より、曲面の第

(:t:"・.'1"，i:o，) 

図3，三角形要素による曲面表示

ここで、

X0i， YOi， ZBi:初期曲面上の節点 iの座綴

X Be. Y 8e， Z 90 :初期曲面上の妥繁内部の座標

X i， Y i， Z i : 等磁力幽面上の節点 i の~綴

Xe， Yd， Ze :等張力幽面上の要素内部の座係

λX， ， λ." λz i :節点 iの方向余弦

ao :節点 iの距離(未知量)

また、次の記号を定義する。

X0o=t {X01 X目2X o 3 Y自I Y02 Y03 

Z01 Z02 ZO3) 

X a. = t {x因。 Ya. Zo.) 

(54-1) 

(54-2) 

X o = t {X I X 2 X 3 Y 1 Y 2 Y 3 Z 1 Z 2 Z 3) 

X. =t {X. Y. Z.) 

(54-3) 

( 54-4) 

ム=[%;
、.，a
E
B
E
E
-
-
d

令

ν
 

の，
ζ』

•• 
ν
 

U
V
 l
 
--
Z
 
A
 

( 55) 
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(67) 

ここに、
r2'x，tuxux 1 

Y= I 21x ，IU日リ日 | 
Ltx， (tuxuν+tuyux) J 

次に、汎関数 (60)の変分を考える。まずHの第 l

変分をつくると、

oH=o 1/ gxxgyy-gx.2 

a ， = 1 {a I a 2 a 3} (56) 

また、等強力幽面上の節点EfA係xoCま、初期曲面上の

節点座係 X トと節点距際 aiとにより、次の様に表わさ

れる。

)
 
u
v
 x
 

g
e
 険。uν ，

 
x
 

σ
。
の，

u" ， 
U曽y，
 

σ
。
R
u
 x
 
x
 

σ
。
6

・
u
y
 

u
y
 

e
e
 
x
 
x
 

e
e
 
no 
(
 
-Hn 

-
E
-
-

の，.
一一

( 57) 

ここで、 ( Ax、
A = l A. f 
¥ Az I 

また、図 3により、要素内部の座標x.は要素節点座

標 XIで表わすことができる。

( 58) 

Xi=XBi+Aoao 
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{ o g xxδg yyδg xν} 
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-=l!ij!jj!jjl[ ミベ ~]X
( 69) 
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の
喝
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，E
、

上式が、等強力曲面上の要素内部の座標 X eを、節点

距際aoで表わしたもので、今後第 1基本計量を計算す

るときの釜本となるものである。

つぎに、要紫の汎関数を定後する。

(70)及び(6 6) を用( 69)、( 68)は、

いて、

oH=tOgo47 

=tOXotY47 

とすると、

(71) 

( 71)を変形すると、

(72) 

更に、 (57)を用いて、

占日 =toa，tAtY47

( 60) 

ここで、座機系はデカルト座僚で表わした要素座係

V
J
 

A
U
 

V
A
 

A
U
 

一
F
Ea
-
-
'

・ad
a
u
 n
 

一一-n
 

系とする。

これを (60)の変分式に代入すると、となる。

)
 
-6
 
，s
、

等強力曲面上の位置ベクトルは、

、‘J・
5
u

・
"'' 
(
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o n.= 0より停留式は次式となる。

aHu-
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A
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A
 

t
 
値
切n
 

また、(62-1 ) 

( 74) 

次に、ニュートンラプソン法を用いるときの、士旬分

方程式を求める。まず、彼積分項の士曽分を考える。

d (tY47) 

(62-2) 

= t Y 0 d 47 +d t Y・c

t r td X ，・2tUxUx 1 
=tYod47+ I tdxぃ2tリ.UνI47 

L ld X ，・('Ux UけtuνUx) J 

ム D (g i 
='Y - dトー|
2 ¥ H J 

+ [2tUxUxdx， 2tUyU.dx， 
(t U x Uν+t UνUx) dx，J 47 

また、 ( 59)から、

(axJx  au 
ay Jx)=一一 .Xi=
oz ./OX) OX 

( 63-1) 

(63-2) 
(ax Jy  au 
ay Jy)= 一一 ・Xj=
OZ ./aY) oY 

上式を、 (62-1) - (62-3) に代入すると、

gxx=tXotUxリxXo (64-1) 

r = X • e x+ Y • eν+z.ez 

で表わされるから、第 1~基本計量は次式となる。

gxx= (~と~ ¥ (叫\(竺~ì
¥OX) ¥ox) ¥ox) 

ν= (出¥(出¥(竺土r
oy) ¥oy} ¥OY 

OX.OX. OY.OYe oz.oz. 
gxy=一一 一一+一一一一+一一 一一 (62-3) 

X oY OX oY OX oY 

リxXi

UνX， 

D 
=tyーメdgH-gdH) 
2H< 

+ [2tUxUx 2lUνリv

(t U xUν+tU.Ux) ] t47dxo 

= (一-tYDY --tY47otaY) dx， 
2H H 

(64-2) 

(64-3) 

( 65) 

g川 =tXotUνリνXi

gx.=tXotUxUνXo 

;;.:に、第 l基本計量のベクトル表示を示す。

g=t {gxx gyy gXY} 

更に、 gの変分を (64)、 ( 65) から求めると、

o X ，を用いて次の織に表わすことができる。

( 66) 

-7-
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+ [2tUxUx 2tUνリν tリxUν+tuνUx]todxo ることがわかる。図 5、図6にそれぞれ等張力曲面の

( 75) 断面図と透視図を示した。

上式lこ (57)の増分式 dxo=^daoを代入し、更に また、方向余弦の任意性について検討するため、各

(74)に代入すると次式が得られる。 節点を図 7の様Iこ適当に設定した。その場合の数値解

I(.da，=dfo. (76) と解析解を表 2に示したが、両者はよく 一致している

ここで、

Eく=1(.+1(. ( 77) 

keznaj(;itvpv-jtvc  tcv)A川

1(.=naJ [2tUxUx 2tUyUy 

tUxuy+tUνリx] 0 d̂xdy (79) 

d f o' =ーna'vJtVOd附(80) 

である。

(76)が各ステ ップの増分方程式、 ( 80)は不釣合

置を表わす。計算は df o. が Oとなるまで反復させ

る。

4. 敬仰解析例

4. 1 回転懸垂曲面

害事張力曲面の解析例として、回転懸委曲面を解析し

た(図 4)。この曲面は、極小曲面の解析解が得られ

ている例としてよく知られているが、数値解析上は、

曲面の勾配が大きくなることや、 2価となるために収

束性がよくない例としても知られている。

分割数は、局方向および上下の対称性を考慮して円

周方向に 1分割(150 )、軸方向下半分で 5分割とし

た。初期幽面は半径 lの円筒面とし、方向余弦は各節

点から回転軸方向にかっ XY平面に平行な方向にとっ

た。

図4. 回転懸霊幽面

解析結果を表 1Iこ示す。数値解と解析解は、安定解

と不安定解7)の両方の場合に対して、よく一致してい

ことがわかる。図 8は、円の高さ L/Rを変えたときの

くびれ位置 ra/Rの変化の機子を示したものである。

数値解(.)は理論解(実線、文献7);から引用)とよ

く一致している。 幽面が存在する限界高さは、解析解

ではo.6550、理論解では0.66287)であった。

表1.数値解析結果 r/R

(L/R= 1. 0 方向余弦は xy平面に平行な半径方向〉

安定解 不安定解
Z/R 

数値解 理論解 数値解 理論解

0.50000 0.84H2 0.848H 0.23484 0.23510 

0.40000 0.85143 0.85424 0.25644 0.25669 

0.30000 0.86955 0.87202 0.32522 0.32542 

0.20000 0.90004 0.90194 0.45380 0.45393 

0.10000 0.94332 0.94440 0.66577 0.66582 

0.00000 1. 00000 1. 00000 1. 00000 1. 00000 

表 2. 数値解析結果 r/R

(L/R= 1. 0 方向余弦は節点ごとに任愈に設定)

z/R 

0.50000 

0.33775 

0.20224 

0.10563 

0.04188 

0.00000 

z/R 

0.50000 

0.38715 

0.27800 

0.17572 

0.08261 

0.00000 

安定解

数値解

0.23060 

0.28852 

0.44559 

0.64780 

0.84030 

1.00000 

不安定解

数値解

0.84549 

0.85315 

0.87524 

0.90939 

0.95222 

1. 00000 

理論解

0.23510 

0.29334 

0.45025 

0.65109 

0.84184 

1. 00000 

理論解

0.84834 

0.85586 

0.87755 

O. 91107 

O. 95311 

1. 00000 

-8-
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0) 
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。， . "岨解
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・0 ・ ot 01 ・・・s ・・
，/. 

。. ，・

図 5. 回転懸愛面 断面図

k 

図 6. 回転懸垂面 透視図

Z〆a
0' 

.‘ 
不安定附

0)  

• z 

" 
• 11値附

ーーJ'!:;'"

• 
・
/
 
-
a
 

s
 
-

a

・
• • • • • • • • 

図 7.回転懸垂面 断面図

(方向余弦を任意に設定した場合)

1.0 

狸2曲解安定解

:051一寸
不安定解 1 

[文献1) より引用]

- 数値解

0.0 
0.0 

L/R 

0.5 0.655 [.0 

図 8. 回転懸垂曲面のくびれ位置

4. 2 コの字型等張力的面

文献8) で紹介されている極小曲面に対応する例とし

て、図 9に示すような直方体の稜の一部を閉曲線とし

たときの等張力曲面を求める。ただし、この直方体は

一対の相対する面が正方形となっている。直方体の長

さLを変化させることにより、 等張力幽函のSaddleP 

ointの位置(図 12のA点)が移動する機子を調べた。

この例では、同ーの境界に対して等張力幽薗が 2つ

存在するので、初期曲面をそれぞれの等張力曲面の附

近に別々に設定した〈図 9)。方向余弦は、曲面を一

価的に表現できるようにした。解析した直方体の長さ

Lは、 1-4の4ケースである。

L 

"・

々
( 1 )第 lの解 (2)第 2の解

図9.初期曲面

-9ー



図 10は、 Lに対応した等張力幽面のSaddlePoint 立ι ___1_主主主

の位置 z/Lを示したものである。 L= 1のときはほぼ 等張力幽面形状を求めるための数値解析手法につい

一致していた 2つの解が、 Lが大きくなるに従って、 て検討した。本手法は等強力幽面の基礎式として、曲

第 lの解では約 O.9、第 2の解では約 O.1にそれぞれ 面の微小部分における力の釣合いから求めた微分方程

近づく ことがわかる。 式とその汎関数を用いている。そして数値計算法は有

図 11 ，ま、等張力幽函の面積 Sを、初期曲面の面積 限要素法を適用した。幽面を決定するための解は、初

S 9との比率で表わしたものである。 Lが大きくなると 期曲面か ら任意の方向に設定 された方向余蛍方向の距

その比率は1.0に後近する。すなわち、長方形が長くな 離として袋現される。本解析法の特徴は次の:ii!iりであ

るとその等張力幽面は、初期曲面である長方形を構成 る。

する平面に一致するものと予想される。 1.初期幽面と幽面上の方向余弦を任意に設定できるの

また、図 12に直方体の長さの違いによる等強力幽 で、より精度がよい滑らかな幽面が得られる。

函の形状変化を、図 13には第 1の解で L= 4. 0のとき 2.解析する未知置は、 I節点あたり 1変数であり、従

の断面図を示した。 来の 3変数と比較して計算時間が少なくなる。

1.0 

O. 8 ~・-----・一一
」

¥ /-¥ 守、a

嗣 O.6 
組

e 
第 lの解

ロ 0.4
• 

。 ~/ Q.. .. 
3e・O. 2 • 
b今

~ • 

--・-0.0 

0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 

直方体の長さ L

図 1O. Saddle Pointの位置は/L)

1.0 

O. 96 
~戸

/ 

(¥第I…
A
H
V
 

B

的、、
同

-
0
 ・0av 

園
田
周
密

0.84 

0.00 
0.0 1.0 2.0 3.0 4.0 5.0 

直方体の長さ L

図 11. 等強力幽面積 Sと初期曲面積 S固との比率

3.解の収束過程で特別な像作を行わずに、確実に収束

解が得られる。

4要素分割数を増せば、より精度を向上できる。(従

来の多面体近似では、分割数を大きくするとより不安

定性が増し、解が求めにくくなる場合がある。)
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図 12 - 1. 直方体の長さ Lの遭いによる等張力幽函の変化(第 lの解)

L = 1. 0 L=Z.O L= 3. 0 L = 4. 0 

図 12 -2 直方体の長さ Lの遣いによる等張力幽面の変化(第 2の解〉
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L = 4.0 (1) x z断面図 (2) y z断面図

図 13. 等張力曲面の断面図 (L=4.0)

NUMERICAL ANALYSIS OF EQUALLY STRESSED SURFACE 

SYNOPSIS 

Toshio SUZUKI '1 

Yasuhiko HANGAI・2

The paper presents an numerical analysis of eQually stressed surface for胴eabranestructure. First. 

the basic three differential eQuations are derived from the eQuilibrium condition of minute parts 

Next. the functional for eQually stressed surface are defined by using this eQuations. and it is 

proved that the present functional is coincident with the functional for minimal surface without 

item of tension stress 

The formulation of solution for the present differential eQuations can be assumed to be the solu-

tion having one unknown variable. We applied the finite element method by using triangular element 

in numerical examples 

This method has the following characteristics. 

1. The圃oresmoothly surface by using the present 圃ethodthan the surface resulted by other四ethods

can be obtained目

2. The unknown is one variable per uni grid 

3. The covergent solution can be securely obtained without a special manipulation 

4. The・orenu田bersof elellent division are. the嗣oreaccuracy increase. 
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