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膜布陣造物の設計幽面の決定に際しての原型幽函を、有限要家法を用いて極小曲面問題

を解〈立場から論じている.問題を付帯条件付き変分問題とすることによって数値計算

過程における高い収束性能が確保できること、汎関数の第二変分を考察することによっ

て多価領域における解の安定性を判別することができること等が示されている.

~l.序文 各要家間の応力状9がほぼ均一になっている状態では高

~l・1.等張力幽面と極小曲面 い収束性が期待できる.こうした方法は既存の綬何学的

股櫛進は、その曲面内に作用する面肉張力によって架 非線形問題を解析するためのプログラムをわずかに修正

継される機造形式であり、膜面に対して鉛直方向に作用 するだけで実行できるという長所を持つ一方、解析に当

する面外せん断力や面外幽げモーメントに対する抵抗力 たってのメッシュ分割によっては等張力状態が実現でき

を有しないために、実現可能な幽面形態には自ずから指l ない場合があるという不便な面も併せ持っている.

限がある.そのため段E十曲面を決定する際、その原型幽 一方、目的幽面が極小面積曲面であることを利用する

面として等張力幽面が銭周される場合が多い.これは白 方法では、理論的な筋立ては幽面の表面積を表わす面積

己釣合状態、もしくは等分布圧力を受けた状態において、 汎関般に対して変分t去を用いて行なわれるのが通例であ

膜面全域の各点でのすべての方向の笛肉断面カが等しく る.空間内に与えられた閉幽線を境界とする極小面積幽

なるような幽面で、表面張力により等張力状態が簡単に 面を求める問題はPlateau問題と呼ばれ、変分法が威力を

実現できる石自由膜による小規模な僕型を用いた実量産によ 発帰する古典的問題として広〈知られている。変分法に

る形状の硲認がよく行なわれている. おける他の問題と問機、この問題も理論的にその閉解が

一方、 ζのような与えられた形状の境界内に形成され 得られる場合はごくまれで、多くは直媛法を用いた数値

る等張力幽爾は、同ーの境界形状に張る様々な曲面の中 解析によらねばならない.こうした考え方は従来からよ

で極小の表面積を持つ曲面となる。これは極小幽面、あ く用いられてきており、変分原理に基づく Eulerの方程式

るいは極小面積曲面と呼ばれるものであり、その曲面形 である非線形偏微分方程式を差分法で解くもの、既述の

状は等強力幽面と完全に同ーとなる.このような理由か 面積汎関数をFEMを用いて直後極小化ずるものなどがあり、

ら、前述の膜布陣造物の原型曲面を理治的に求める際の方 幾何学的な緒盤のみで記述され、理険制摩成が簡明である

法に、その等張力状態に着目する方法と極小面積状態に などの長所を持つ一方、元来強い非線形性をともなう問

者目する方法の、大別すれば2つのアプローチがある. 題で、一般によい収束性を得ることが獲しいという短所

当事強力状態に着目する方法としては、膜廃棄による有 を持っている.

限要禁法を用いた解析過程で、新たにその断面力に方向

性がないという条件後収鍛過程に付加することにより、 ~ 1-2.付帯条件付き極小曲面問題

強制的lこ商内断面カを等しく置く方法によるものが多く、 殺計に際して、予め1量定された幾何形状の境界に張る
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原型曲面を求めるに当たり、数値解析の方法としては現

段階では有限要憲法が最も汎用的で適切な方法であろ う.

偏微分方程式を直後解析する差分法は、曲面形状の局部

的変化にともない生じる大きな勾配に追随することがで ここに、 Pは内圧、Tは幽面内に作用している膜張力、

きず、更に解幽面が多量Eになった場合には原理的に適応 Se'、 Ve'は適当に定められた基準状態における曲面

す~ことができない。この多価性に追随することができ の表面積および包合体積値を表わしている.ここで 1= 
ない点ではGalerkin法のような解析対象領織全体に仮定 l' /Tとお くと、 (2)式は次式のように書き換えられ

関数を重ね合わせる方法も同織の量産点を持っている.有 る.

限要鷲法は形状変化の大小や曲面の多価性のいずれをも

問題としない点で有利な手法といえよう。

このようにここで扱っているような、極小幽面を有限

要家法を周いて求めようとすることは自然な考え方では

あるが、実際にこれを用いて解析するとき常に支障とな

るのは解の求め易さ、還元すれば収束性の問題である.

本備では以上のような観点から、極小曲面を求める方

法として、面積汎関数を有限要望E法により厳重量化し極小

化を計る際1<:、汎関数1<:幽面内包体積や自由演界長さを

付帯野条件として付け加えることにより安定解を逐次求め

ることができることを示す.また、演界形状によっては

解曲面が線数個存在し、これらの幽面が安定幽面として

実際に存在するか否かの判定が、既述の面積汎関数の第

二変分の符号によりやj別できるものである乙とについて

も併せて記述する.

S2.付帯停条件付き変分問題としての極小曲面問題

S 2-t.変分問題の定式化

幽面の包含する内容積値を付帯条件とする極小幽萄の

変分問題は、次の汎関数を極小化ずる付帯条件のない変

分間組と等価である.

JC;，A)・S(;)+ A [Vo-V(子)} (1) 

ここに、?は幽面形状を表わす位置J、《クトル、 S，Vは

それぞれ幽面の表面積および幽面の内包する体積であり、

Veは治定する包合体積値、 λは指定包合体積値を導入す

f ' (子}・ T[S(子)-S・o)+ p[V(子)ーV'o} (2) 

f(;)・S(;) +手[V(;)V'ol - S'o (3) 

上式を(1)式と比絞すると、 P/TはLagrange乗数入に

相当することがわかる. (1)式と (3)式は同ーの形式の

汎関数となっており、従って完全に同ーの停留解を持つ.

(1)式を rとλを変分パラメーターとして停留条件を

求めると次式を得る.

δJC;，A) - (主主-Að~)δ; + (Vo-V)δA ・o (4) 
dr dr 

これを解くことにより問題の包合体積値指定の極小幽面

を求めることができる.

S2・2.有限要禁法による磁散化

S2・2-1.鎗対称回転幽面の犠合の定式化
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Fig.1 円錐台裏繁

るためのLagrange乗数である.後述ずるようにこの入は (1)式に示された汎関数を直綾荷量激化する求解過程と

求める幽面のGaussの平均曲率〈主幽率の相加平均〉とい して、まず繍対称回転幽面の場合について記述する.8

う縦何学的な意味を持つものとなっている. 散化は Fig.11こ示すよ うな円錐台裏繁による有限要素法

一方、石鰍膜により形成される当事強力幽面の全ボテン を用いて行なう.この時、各要繁の表面積S.は次式のよ

シャルエネルギーを考える.この時、E裏面内に生じてい うに表わされる.

る張力による歪エネルギーと内圧の成す仕事は、それぞ

れ幽商の表面積、包含する体積値の断量に比例するも い 2π!r(S)dS・2rfr(Z)♂おdz)'dzω
のとなり結果として次のよ うに表わされる.
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また一つの円錐台要素によって包含される体積v.は次式

で表わされる。

v，・πfhr2(Z)dz (6) Fig.2 

ここでは、自由にその形状を変化させ忍ことのできる

(5)式、 (6)式を全要素について重ね合わせを行なった いわゆる境界、いわゆる自由境界を含む任意形状の境界

上でそれぞれ幽商の全表面積、金内包体積値として(1) が与えられた場合の三次元の極小幽面を三角形要素を周

式に用いれば撮終的に(1)式の雌散化表現として次式を いて求める方法について記述する.曲面を Fig.2に示す

得る。 ように三角形有限要繁の集合で近似することとし、各重要

J -L: 2π(r，fi可ア)')+ ，qvo-L:π(r')} (7) 

ここに、

(・〉・ 17・dz ιlM 

棄の三つの頂点の空間座織を未知量として前項の制対称

回転曲面で記述したものと問機の方法で定式化を進める。

f;を三角形要棄の各節点の位置ベクトルとすれば面積汎

関数およびその停留条件式は(1)式、 (2)式で表わされ

る.三角形要素に関するfte号および座援を Fig.3のよう

に定穫し、一つの襲驚の面積s.およびその婆棄の直下の

次に Fig.1に示される円錐台要素の両端点の座標 (r x y平面との聞にできる柱状体の体積v.を三角形獲量Eの

，、 z;)を未知量として (7)式の第一変分を計算し、停 各頂点の位置ベクトル r;(i=1，2.3)で表わすことを考

留条件を求める.各要豪肉で f (S)および z(S)が える.

流動座標 sについて線形変化するものとすれば、 (5)式、

(6)式のS。、 v.はそれぞれ次のように表わされ忍.

S，四 π(r，+r，)ヘI(r，-r， )'+ (z，-z，)' (8) 

v， -f<z，-z，)(rl+r，rバ) (9) 

これらの表現を (7)式に用いれば停留条件式として次の

ような式を得る.

L: (T'}・{0 } Vo -L: v， -0 (10) 

~ ~，同

'-、圃・ ‘」、 (子，}-[T'}一̂ {T "} 

{1"}' 四 π{ 1ー (r，+r，)sinφ ， (r，+r，) cos伊 ，

l+(r，+r，) sin rp ー(r，+r，)cosφj 

{1"'}' -f {(z，-z，)(2r，什 ，) ， (rl+r，r，+rl) ， 

(z，-z，)(r，+2r，) . ー(r~+ rl rム r~)} 

g2・2・2.自由墳界を含む三次元曲面の場合の定式化

2 

z 

l' 
x 

Fig.3 三角形要素の記号と座標

まず、三角形要望医の面積ベク トルs.を次式のように表

わすこととする.

えーを(;，-;，)X(;3-;')

(11) 
-司司刊一・ 4

‘す(r，Xr3 + r3Xr， + r， Xr，) 

また、要素直下の柱状体の体積V。は、 Fig.3に示され

ているs..がs.のxy平面への正射影であることによ

り次式のように簡単に表わすことができる.

V， -v，+v，+V3 (12) 

3 -



ここに、 Viは i(1，2，3)ーs'で形成される三角錐の

体積を表わしている.三角形要素の正射彰(図中 l'-2' 

・3')の面積ベクトルをs.'で表わすこととすれば、

(12)式は次のように表わすことができる。

V，ーす 25e{日 )42tfF? (13) 

ここに、 tFa は三角形 1-2-3の重心の位置ベクトル

であり、 ri' についても向綴のものとなっているから、

t:. g.を要繁の重心の移動を表わすベクトルとすれ

ば(13)式は次のようにあらわすことができる。

V， -S，' ..6g， (14) 

ここに、
.6e， -活(;，-;，') 

S，'ーを(;，.X;3' +;3' X;，. +ハ Xr，.) 
(15) 

以上により、曲面の表面積および内包体積が求められ

たから、これらを用いて(1)式で表わされる汎関数を表

現すると次式のようになる.

J[川]同Z♂，.S，+A(VO-Ls....6e.) (16) 

停留条件式を求めるにあたり必要となるs.、 V.の第一

変分ss.、sV.を示せば、

_ S，.6S， 
05，ー 一二宮-

~， 

(17) 

-÷ih(F3-F2)δ?l+五X(;，-;3)δF2+えX(;，-;，)仏}

δVe -tδふX(;3・一 ;，. ) δFI 

+すδg，X(;"-;3')，5;:，・寸5g，x(;:，.-;:，') δ九

+士S'.(δ2，+δ2，+δ23) (18) 

ここに、 nはs.方向の単位ベクトル、スカラーs.'は

ベクトルs.'のz方向成分、スカラーsZ;はベクトル

S r iのz方向成分をそれぞれ表わしている。

これらの表式から停留条件式として次式が得られる。

L(A:-U:)・6

Vo -t~s' ， (2'+2l+2~) -0 
(19) 

ここに、

叫 冒何司司

A!ーす凡x(r3-r，)

五:・がX(;'-;3)

A~ ーがX (;，-;，)

(20) 
ー も→ ー・ - 司

F~ -t.6g，x (r3・-r，・) +吉S，'. 

Fi-÷ALX(FI ーら ) +tEJ， 

F~ ー ÷hte× (F2 ・ -FI)+tge '

ここでさらに Fig.4に示すように曲面の境界が自由境

界で与えられている場合を考える。これは実際の問題と

してはケーブル境界に対応するものであるが、ここでは

畿何学的な給量のみで自慢諭しているために、その長さの

みが既知量として与えられており、中間形状については

自由に変化し得る境界として扱われることとなる。

P， P. 

Fig.4 自由境界

いま、自由境界部分の両端点をPt，P2として、これ

らをその端点として持つ曲線をrpと書くこととする。自

由境界線分の辺長が既知であるものとすれば、この条件

は次式により表わされることになる。

L lp，・1ρ (21) 

ここに、 五は自由境界rp上に節点を持つ各要素につ

いての辺長の総和;を表わしており、 1 ..は自由境界rp上
の要素eの節点問路島章を表わしている.

(21)式の辺長既知の条件を付帯条件とした極小幽面の

面積汎関数は次のように表わされる.

L[;:，A，Ap)・J[;:.A)+Dp( L lp.-lp) (22) 
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ここに、右辺第ー項は(16)式で表わされる面積汎関数で

L 1"，-1，開。 (26・5)

あり、第二項は (21)式の付帯条件を Lagrangeの素数八

@により汎関数中tこ新しく導入したものであるo S2・3.極小曲面の多価性と安定住

要素の一辺を自由演界上に持つ三角形夏索 eのrp上の A y 

節点の位置ベクトルを rpl，fo2とすれば、 I..は次の

ように表わされる.

lp， -，)(;p，-;p，)マ.，-;p，) (23) 

上式の第一変分は次のようになる.

olp， -;;.，.(δ?ρ，-δ;ρ，) (24) 

ここに、

2
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従って、 (22)式の第一変分は次のように表わされる.

δL - oJ中AぺZ，ipeーら)+Z{Apぷ仙)
ーz(λ:-.tF:)δ??+ZAP15(Zmらーいら，)1

叫すZse(山 ;+ん)!δA+Zi(5iH-tp州 側

ここに、 Ã~ . F~ は (22)式で与えられているものと同ー

である.結局自由境界の辺長と内包体積値が指定されて

いる渇合の面積汎関数 (22)式の停留条件式は次のように

表わされることとなる.

一般点:

L(A:-̂F:)・ 5 (26・1)

点 iがPtと一致するとき:

ε(A:-a:+Ap';;p，) ・5
conr 

(26・2)

点 itJs P 2と一致するとき:

L(五:-AF:-A..;;p，) ・ 5
刊 nr

(26・3)

内包体積条件式:

Vo -+4=S'，(小 :吋)ー。
(26・4)

自由境界長条件式:

Y
L
 

。
x L 

F'ig，5 y舗について対称なカテナリー

F'ig.5に示すようなA，Bの二つの点に.力下でケー

プルをわたしてできるカテナリーを x紬回りに回転させ

て得られるカテノイドは、事由対称回転極小幽面となる.

本項ではこれを用いて極小幽面の多値性と安定住につい

て記述する.

F'ig.5に示されているようなy備に関して対称な渇合

の幽線の式は次のように表わされる。

y(x)・rocosh奇 (27) 

ここに、 reは図中にも示されているようにカテノイドの

中央くぴれ節分における回転半径を表わしており、 A，

B両繍点における回転半径をRとすれば、両者の間には

次式が成立している必要がある.

R -ro cosh !:;， (28) 

ここに、しはA点、 B点の中央点との距.を表わしてい

るo (28)式でL/re=cとすれば

，P
、.

Ln s
 

o
 

c
 

p
p

、.Rτ (29) 

この超越方程式の解は、F'ig.6に示すグラフの交点で表

わされることとなる.この図から R/Lの値に応じて、

2つのグラフ聞に交点が存在する領域と存在しない領域

があるととがわかる.さらに交点が存在する R/Ln領

犠では、 2つのグラフが媛する特別の場合を除いて常に

2個の交点が存在することもわかる.

(27)式を実際に解いて解を図示したものをF'ig.7に示

E
d
 



(30) ， -2)[ 1>.Ji+市T白

甲=(R/L) f 

(R/L>1.5087) 乙の汎関散の第二変分S勺は次のように表わされる.

(31) 

(R/L当 1.5087)

ここで許容関数8yとして次のようにとることができる。

(R/L<J. 5087) 

(32) 

8yのとり方は8y(L) =8y (-L) =0の条件を

満足しさえすれば何でもよく一意ではないが、仮に以下

で821< 0が尊かれれば、着目している停留解は極大艇

であることが結診される.

δ" ・2)[11ポ黙示+ポ斜計}x

δy - ro cosh 奇一 R

}
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す.ここでは、両端点A，Bの中央点からの距隠しおよ

び中央〈ぴれ節分の半径 foを、 A，B点における半径R

で正規化し、与えられた L/Rに対する解を表わしてい

る.この図からもわかるように、 L/Rがある一定値 〈

0.6628 )より小さい領域で、中央のくびれの半径 foが

異なる 2つの艇が存在することがわかる.

ところで、このカテノイドはもともと面積汎関数を停

留させることにより得られるものであり、その停留解が

極小か、極大かをやj別するためには、汎関数の第二変分

による判定が必要となる.これを実際に実行してみる.

まず、ここで問題にしている極小幽面の面積汎関数は

次式により与えられる.

D
 

o
 

e
-
7
0
 

極小幽面の解Fig.7 

解がこ価となる領犠での第二変分の機子

停留解の極大、極小を鈴ずるために、 y (x)として

(25)式を、 8y (x)として(32)式を線用し、これらを

(28)式に用いればこの場合の第二変分の値として次の結

果を得る.

Fig.8 
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乙れを、 Fig.7tこ示されている解に対応して計算して図

示すれば Fig.8のようになる.図中 (i)、(ii)はそれ

ぞれ Fig.7の闘中の記号に対応しており、二価となって

いる領犠において、 (i)は中央部のくびれの大きい方、

(i i)はその半径が小さい方の解幽面に対応している。こ

の図から、 (ii)の解曲面は第二変分が負となり、したが

って面積汎関数の極大停留解であることを示している。

ここで扱っている汎関数は幽面の表面積に測するもので

あり、力学現象での全ポテンシャルエネルギーの極小性

に見られるような明確な原理は存在しないが、!i1・2で

も記述したような力学現象との等価性老勘案すれば、こ

の極大停留解は不安定な解と見なすことができょう。こ

れは石総膜によるカテノイドが、与えられた L/Rに対

して常に同ーのものが得られるという実験事実に対応し

ている。

!i 3.有限要素法を用いた数値解析

!i3・1.円錐台要素による紬対称回転極小幽商の解析

輪対称回転極小曲面の解析として、端部の半径九， R 

2とそれらの距厳Hがすべて等しい場合を例にとって数値

解析を行なった。 Fig.9にその解析結果を示す。計算は

interactiveに各ステップ聞で収束状況を観察しつつ種

々の条件を適宜付加、削除しながら行なわれている。こ

こに示した例についての計算諸元は要素数 10、総自由

度22で各ステップ間の計算には2-3回の収鮫計算が

行なわれている。

Step-l :上下織半径Rt=R2=10、高さH=10
とした時の回転極小曲面

Step.2:内包体積値V=400πとした時の

条件付き極小曲面

Step.3:内包体積値V=600π とした時の

条件付き極小曲面
〈内包体積値V=258π〉

Step.4:内包体積値V=800πとした時の
条件付き極小曲面

Step-5:内包体積値V=1∞oπとした時の

条件付き極小幽函(円筒〉

Step-7:内包体積値V=1400πとした時の Step-8:周方向拘束リングを導入し
条件付き極小曲面 内包体積値V=1200πとした時の

条件付き極小曲面

Step-6:内包体積1iV=1200π とした時の
条件付き極小曲面

fig.9 輪対称回転極小幽面及ひ条件付き極小曲面の求解過程
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STEP=O c岡田LE-l
VOLUME=O.OO LENGTH=7日7
LA門B日向=0.000000 LAM日日A=I.日00000

Step-O :初期状態〈正方形平面〉
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Step-I :包合体積値を 10 として膨張させる

STEP=2 CABLE-l 
VOLUME=10 .00 LENOTH=自.00
LAM日日向=-0.278517 L肉門白目白:-B.36723日

Step-2 :左下隅角部一右上隅角部対角線上に指定長要素

(アーチに相当〉を導入
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Step-l' :包合体積債を 20 として膨張させる

STEP=2' C肉目LE-l
VOLUME=15.00 LENOTH=7.9日
LAM日日向=0.416241 LAMBO円=1.000000

Step-2' :曲面中央付近の点対称の2点を拘束
〈支持柱導入に相当〉
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Step-3' :左下隅角部一右上限角部対角線上に指定長要素
(ケ}ブルに相当〉を導入

STEP=4' CABLE-l 
VOLU門E=10.15 LENOTH=B .00 
LA何日D向=0.000000 LAM日日目=2.713531

Step-3 :平均的率を o(こ収束させて得られる極小曲面 Step-4' :平均幽率を O に収束させて得られる極小曲面

Fiy，.lO 正方形固定境界に張る極小曲面及ひ、条件付き極小曲面の求解過程
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~ 3-2.三角形要望置による三次元極小幽面の解析

三次元の極小曲面の解析例として、正方形平面を持つ

境界に張る極小曲面の解析結果を fig.IOに示す.前項

の制対称回転幽面の場合と同僚、計算は各ステップで逐

一収束状況を観察しながら行なわれている。

うに焼界の条件を保持したまま援続したものとも考える

ことjsできる。
VOLUHE:257.51 
L向H80肉=口.000000
5ECONO VRR 1銅TlON:2.376‘EIO

~ 3-3.面積汎関数の第二変分と極小曲面の安定性

前項 ~2・3 ではカテノイドの盛大極小停留解について

記述レたが、ここでは~2-2-1で示した一般の紬対称回転

幽面について検討を加えてみる.数値解析においては第

二変分の正負の符号は (10)式の非線形代数方程式を変

分して得られる修正方程式の係数行列の行列式の{直によ Fig.12 境界条件の変更により得られる安定化された極小曲面

り判定することができる.Fig.11にその計算例を示す. (中央〈ぴれ部分(e.鈎東ケープルを導入したもの.Fig・11の第一ス
V目LU伺E:257・51 V目LUME:400・00 テツプの向車と同ーの形状でありながら、第二変分の値が負から正

il1111=1A111??ibI・4013E11 iI1111すdif131z・2・9120EI8 (e.変化している)

~4.結語

膜備造物の形状決定に際して必要となる原型幽函を求

める方法として、極小曲面を求める立場から、有限要素

法により面積汎関数を直援a散化し、付帯条件を導入す

ることにより安定的に求解する方法について記述した.

付帯条件としての自由境界長や幽面の内包体積値を逐一

制御することにより、種々の極小曲面形状を求めること

ができる.このような手法によれば、応力解析法による

指合のような、有限要素の変形に抵抗するような微細障が

ないため、与えられた要素分割の精度内で、11:良の目的

曲面近似となるように各要素が空間内に自由に再配置さ

れるという性貨を持っており、等張力状態を目的幽面望書

繁の手がかりとする手法と比絞して、特に目的幽面の形

状が績線となる湯合に便利な方法となろう.また、曲面

の実現可能性、すなわち安定住については、境界形状な

どに依存して篠雑に変化することが考えられ、その都度
Fig.11 不安定な極小幽面から安定な極小曲面への移行過程

(Fig.7の2つの極小幽面解について幽面の包含する体積値を制御バ安定、不安定の判別を行なうことが必要となる犠合があ

ラメーターとして安定解を探索している.各図の下の値はそれぞ り得る.ここでは輪対称回転曲面を例として安定住につ

れ幽商が包含する体積IIi.、 Lagrange乗数入 (Gaussの平均幽率)" J ，，-r IA .... +"".j.f -:::‘一 一
修正方程式の係数行列の行列式の値を示す) 、 いておしたが、一次πの 般極小曲面の場合についても

ここでは不安定なカテノイドから安定なカテノイドへ移 今後明らかにして行く予定である。
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行ずる計算過程について示している.

Fig.12は Fi g.11の第lステップに示されている不安 参考文献
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NONLINEAR ANALYSIS OF MINIMAL SURFACE BY FINITE ELEMENT METHOD 
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SYNOPSIS 

Numerical analysis scheme by the finite element method for the minimal 

surface. which has to be obtained as the initial surface to determine the design 

shape for membrane or tension structures. are mainly discussed. Introduction of 

the suitable subsidiary condition into the area functional is shown to be able 

to refine lhe convergence characterislics in lhe iteration process. As the 

subsidiary condition. the inside volume of the obtained surface and the length 

of the prescribed part on the surface are adopted. Mulli-valued solution of the 

minimal surface is also discussed. where the second variation of the functional 

is shown lo be able to be used for discrimination of the stability of the 

minimal surface solulions. 
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