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本報告はE真相車造物の大変形挙動を精密に把鍾するための方法として、従来の幾何学的非

線形解析で多用されている Green歪のかわりに、物理歪を用いた膜布陣遣の非線形解析法に

ついて検討したものである。この物浬歪は、 Green歪のように数学的に定遺産された歪でな

く、物理的意味を考慮して定畿されたものである。物王軍歪を用いた解析では、Green歪によ

る解析と比較して非線形項の取銀いが容易となる。また物塑歪の意味が、直感的な歪と合

致しているので非常にわかり易い。しかし、物理歪による解と Green歪による解との差は、

歪が大きくなると顕著になる。本治文では、まず一般曲率線座領で表現された物理歪を定

量産した後、物理歪と Green歪との関連性を飼ぺた。次に仮想仕事の原浬を用いて、非線形

項の省略がない非線形釣合い方程式の髭導を試みた。また、本論の簡単な応用例として内

圧を受ける完全緑豊富E翼線追の解析を行い、荷量一変形関係が Green~を用いた渇合と金〈
反対の傾向が生じることを示した。さらに、内圧を受ける部分線型撲の解析を、 Rayleigh-

Ritz法を用い、 Green歪による解およびE単位膜様型を用いた実験iilとの比較を行うことか

ら、その適合性を飼ペた。
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を~畿し、 Green歪との関連性を調べた後、仮想仕事

の原理を用いて非線形項の省略がない非線形釣合い方

程式の誘導を試みる。また、本論の応用例として、内

圧を受ける完全E求型膜と部分まま霊膜の解析を行なった。

2.物理歪による非線形解析理論

2. 1 記号の定重量

本論文で用いる記号の定穫を以下に示す。一般的率

線Ei僚による曲面の定量産に関する路軍の記号は、ほと

んど文献引によっている。英文字に対しては、原則的

に、小文字は変形前の諸量を、大文字またはパー付文

字は変形後の諸量を示す。また、文字の右下隅の記号

(. i) は、 αt方向の偏微分操作を示す。

1.はじめに

シェル構造および膜僧進の綬何学的非線形解析では、

Green歪1)2)が多用されているが、本線告では、物想的

意味を考慮して定重量された物王室歪3)4)と呼ばれる歪を

用いて球型膜の非線形解析を行なった。物理歪 E"と

Green歪e;""との違いは、デカルト座標系の z方向の面

内歪の頃合に、次式のように示されている。

1
l
j
t
!
1
1
j
 -・・・・・(1)

.…・(2)

Ex = (dX-dx)!dx 

εxx= (di'-cb?)!2 dx' 

物理歪

Green歪

ここで、 dx、dYは変形前、後の線紫の{申ぴ率で

ある。また、上式から物理歪 E"とGreen歪e;""とは、

次の織に関連づけられている。

:直交曲率級感懐

:変位ベクトル U=Utl+Vt2+ω尺

:位置ベクトル

:後線ベクトル

:単位媛線ベクトル

:単位法線ベク トル

:後線ベクトルのなす角度

a" 
u 

r ( R ) 
g， (G， ) 

a， -・・(3)

従って、歪e;xxが大きくなると Exとの差が生じてく

るため、膜締進のように大変形が予想される渇合には

Green歪のかわりに物理歪を用いる必擦があると考え

Ex=パ7ττ%-1 

られる。

本報では、まず一般幽E例星座僚で表現された物理歪
n 

8( 8 ) 
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ds. (ds. ) :線索

da :面紫

c. f. g :幽函の第一基本計量

(E. F. C) 

2.2 解析の仮定

本論における解析仮定は、シェルの奇襲何学的非線形

浬論において、 Klrchhoff-Love仮定を修正したKoiter

仮定引と呼ばれる次の基本仮定を採用する。

仮定 1)シェルは灘肉である。

仮定 2)歪は小さい。変位の大きさの制限はない。

仮定 3) シェルの応力状般は、平面応力である。

2.3 物理歪の定量産

本論で述べる膜構造の物理歪は、微小歪の仮定によ

り、軸歪 e1， e:: 2については変形前後の変化率、せん

断歪 γ'2については変形前後の角度の差として定畿さ

れる。従って、物理歪は次の織になる。

引 =(ds，-ds，)/ds，=!E/Ie-l 

E， =(ds，-ds，)/ds，=./Gi./f:-l 

7戸一(O -8 ) = F/ /EG -fI /ei 

"'(4) 

...何)

…ぃ (6)

上式で表現された物理歪は、変形前後の幽面4こ関す

る後何学量で完全に表されており、かっ物理的意味を

持った精密な歪量を示している。

上式(4)- (6)の算出方法は以下の通勺である。

① e: ，は α1の方向の線棄の{申ぴ率として定量産する。

変形的の α1方向の線事長

ds，=/e da， 
変形後の α 1方向の線索

ds，=!E da， 

IN 

Fig. 1. Notation for surfaces. 

で定重量する。

N，=K(E，+νε2 ) 

N，=K(ε，+νε，) 

N12=N引 =K(1一ν)/2Y口

..・・(15)

.(16) 

.・・..・(17)

ここで、 K=Eh/( 1 -v') は函内JiJlI性である。

2.5 仮想仕事式と非線形釣合い方程式

物理歪を用いてカの釣合い式を陽な形で導くことは、

かなり繁維となるので、ここでは仮想仕事式を使った

Rayleigh-Ritz法を前提とした釣合式を求める。

まず、仮想仕事式を次の織に定畿ずる。

/irr=]lN'OE，+N伽 +N12/iYI2-Fi/iui}da = 0。
-・ (7)

ここで、積分範囲は微小歪の仮定により、変形前の

師に対して da=必字da，da，とする。

・・(8) 次に、歪(e: )と応力((1 ) 

ε，=(dS， -ds，)/ds， 
=μIE da，-Ie da，)/Ie da，=j吉/./e-1 (9) 

② e: 2は εs と岡織

③ 'y '2は微小歪の仮定により、 αぃ α2幽線がなす

角度の差として定援する。

変形前の α1α2曲線がなす角度。

cos8 = f/./ei = x ・・…側

変形後の α1αz曲線がなす角度。

∞sO=F//EG =x  

また、

8=cos-'x=π/2-sin-'x主 π/2-x ......(12) 

O=cos-'x=π/2 -sin-'x;:; rr/2 -X …υ(13) 

'. y，，=ー(8-8)三 一((π/2-.f)ー(π/2-x)}

=i-x=F//EG -fI/ei ......(14) 
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2. 4 ~成方程式

応力一歪関係式は、Koiterの仮定 2).3)により次式

(t(C)}=(E， t，tl2)?' (<1(C)}=(N，N，Nほ}T...…(19)

とすると、(18)は次式となる。

/irr= j((odCW(<1)一(/i)- (/iCF{f}) da= 0 (2。

ここで、 (C) は一般化変位で未知量{j}は一般

化外力である。

また、歪の変分 {δ e:(C)}は、本報告で提案した

物理歪を用いて、未知量の変分 (dC) で次式のよう

に表すことができる。

{/iε(C)} = (B(C)) {/iC} ...(21) 

従って 、(21)を(20)に代入して緩終的には、

O(C)= j(B(C))川 (C)}da -j {f} da = 0ω)  

となる。

上式が、未知量 {C}に関する非線形釣合い方程式

であり、式(21)の導出過程で近似化を全くしなければ、

物理歪を考慮した綿密な方程式となっている。
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X2 

X~ 2. 6 Green歪との比較

ここでは物理歪から何等かの近似を行なうことによ

り Green歪を導くことを試みる。

物理歪は、線索の長さの変化率をま賢しているのに対

して、 Green歪はその定畿式

pa-e-
a

‘a‘
 
... a---z
・・‘.a--a
・・・、ba-a
・・2za--‘1
・・・・・・・‘
.a

・・・

X， 

-・ー(23)

から容易にわかるように、変形前後の線繁の長さの2

策、すなわち面積の褒化率を表している。

一般に Green歪E:"は次式で定重量される。

d宮'-ds'=2ε;}da， daj 

Fig. 2. Spher;cal COOI‘dinate System. 

-・仰)E1I=(g，' Uパ+1/2 uパ .U， ，)/e 

⑬ i指紋

0.4 
P 更に、上式をTayler展開して第2項までとると

=(gγU" + 1/2 U ， I・u" )/e 

0.3 
-・・凶

GREEN‘'S /0/ // 
STRAINパ/_

./ 0 

Xゾ /

o~./ PHYSICAL 〆 山|

0.2 

0.1 

となり、これは (24)と一致する。

3.解析例

3. 1 完全球型膜の解析

完全球型懐古t内圧を受けた非線形解析を行なう。座

係系は図 2に示すようなEまE草原系を用いる。内圧と変

位の関係式は次式となる。

物理歪による解

X (W/A) 
....(2日P=x/( 1 +x) 

Green歪による解

P=x/( 1 +312x'+l/2x') 

図 3は、上式(26). (27)を図示したものである。図

より、内圧がI曽すに従って物理歪による解 (26)はソフ

トエングの傾向を示すが Green歪による解 (27)はハー

ドエングとなっている。これは、 Green歪の頃合は、

歪の非線形項の影留が形状変化による内圧の滑加より

も大きいためと考えられる。

3.2 部分球型膜の解析

内圧を受けるピン支持部分球型膜の解析を行なった。

解析パラメータは内圧 p，・半開角ゆとし、変位・歪

及び応力について、物理歪による解と Green歪による

解とを比較検討した。 また、半径 18clI.厚さ 0.1....

E h =91.33g/cιν=0.49の弾性膜模型による実験

値との比鮫も行なった。

なお、Rayleigh-Ritz法を適用する時の変位関数は次

の織においた。。

0.3 

Fig. 3. Nonlinear ana~ysis of perfect 
spher;cal membrane. 

0.2 0.1 ...(27) 

...(21D x= tl'/。

ここで、

P=ap/2 k ( 1 +ν). 

Fig. 4. Partial spherical membrane 

structure. 
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U = :i:am sin (n1t:pπ/β) 

w=ヱbnCOS ((ηー 112)rpπ/β) 

解析結果を以下に述べる。

-・・・(29)

. ...00) 

( 1 ) 膜全体の変形性状は、半開角 βのいかんに拘

わらず、彼ね解析値は実駿値と一致している。

(図 5)

(2) 天頂部の鉛iO:変位に関する内圧変位曲線

(図 6(a)-(c))から、物理歪と Green歪によ

る解との差は内圧が大きくなるにつれて滑大し、

β=30。の時にハードニング、 β=60.，β=90。

の時はソフトエングであることが判る。

(3 ) 図7-図9は、 P=0.123(P，=25閥的)の

時の変{立分布を示している。図?より、線形解

と非線形解との差が大きいことがわかる。図8

~図9より線形解と非線形解との径は支持点近

傍で大きいが、物湿歪と Green歪による解との

差はあまり顕著ではないことがわかった。

4.まとめ

ここで筑みた物理歪による膜の緩何学的非線形解析

法の符i教は次の織にまとめることが出来る。

1 )物理的意味が明快な歪であり、表現も簡潔である 。

2)歪に関する非線形項の省略がない釣合方程式を潟

ける。

3) 幽面の初期不登量を簡単に考慮出来る。

本論文の検討により、大変形を生じる際構造の費量何

学的非線形解析に対して、物理歪を適用すると、実験

的な現象とかなり良く一致することが分った。また、

Green歪による解との比較から歪が非常に小さい範囲

での適合性が確認された。

今後は、多織な形状の解析を行い、物理歪の有効性

を検討すると共に理論的裏付けをより明確にしていき

たい。

戸空持
(a) s = 60。

(b) s = 90。

。PHYSICAL

企 GREEN

[;) EXP. 

(c) s = 120。

謝辞 本論文をまとめるにあたって貴.なご意見を

I買いた機浜国立大学石井ー夫教授に感謝致します。

Fig. 5. Deformed shapes of spherical membrane. 
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Fig. 6. Pressure-Deflection curve at the apex 

for linear and nonlinear solution. 

-5-



0.20 

0.15 

0.10 

0.05 

0.0 
o. 

-ーー0-一-ー 一一ーしINEAR

司、.............._ 0 PHYSICAL 
----A--_ _ _ UI l..入

円円 ー、¥、 t:. GREEN 

‘n_ 

15。 30。 45. 

、一
一、、

60. 

¥ 、、
75・φ90.

Fig. 7. Radial and Axial displacement distribution. (P=0.123，β=ω。)
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